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I 

 

摘  要 

车辆队列具有减缓交通拥堵、提高驾驶安全性和改进燃油经济性的潜力。现

有研究多针对一种具体队列构型设计一类分析手段，缺乏一种普遍的建模分析框

架，难以分析不同信息流拓扑结构下的车辆队列。为此，本文建立了一种车辆队

列的四元素建模构架，研究了线性匀质队列的闭环稳定性和鲁棒性能，提出了一

种适用于非线性异质队列的分布式模型预测控制设计方法，为信息流多样化车辆

队列的性能分析和控制器设计奠定了基础。 

首先，基于多智能体协调控制视角，提出了一种车辆队列的四元素建模构架，

并建立了各个元素的一般性数学描述。该构架将队列分解为四个基本模块：1）节

点动力学；2）信息流拓扑结构；3）队列几何构型；4）分布式控制器。该模型为

定量地刻画信息流拓扑结构、车辆动力学、控制器参数对队列性能的影响提供了

统一性分析框架。 

其次，依托所提出的四元素构架，分析了线性匀质队列的闭环稳定性。利用

矩阵因子分解将匀质队列动力学进行解耦，使得队列整体闭环稳定性等价多个小

规模问题的稳定性。主要结论为：1）利用 Routh–Hurwitz 稳定性判据，解析地建

立了一类信息流拓扑结构下线性控制器参数的稳定区域。2）利用矩阵特征根分析，

指出双向跟随式队列的稳定裕度随规模增加以  𝑂(1 𝑁2⁄ ) 速度衰减 3）利用

Rayleigh-Ritz 定理，从信息流拓扑结构选择和非对称控制提出了两种改善稳定裕度

的方法。4）基于子系统 Riccati 方程的求解，给出了一种稳定控制器参数设计方法。 

然后，基于传递函数的无穷范数分析，讨论了有限能量扰动工况下线性匀质

队列的鲁棒性能。研究发现：1）前车跟随式队列的鲁棒性能随规模呈指数增长，

与线性控制器的增益选择无关。2）若每个跟随车辆均能获取领航车辆信息，形成

前车-领航者跟随式结构，则其鲁棒性能至少与规模无关。3）双向跟随式队列的鲁

棒性能随规模至少呈多项式（𝑂(𝑁2)）增长。 

最后，针对非线性异质队列，提出了一种分布式模型预测控制器设计方法。

该控制器利用邻域车辆节点的预测轨迹信息构造子优化问题，能够适用于多种信

息流拓扑结构。同时，将节点代价函数作为 Lyapunov 函数进行分析，针对单向信

息流的车辆队列，给出了一种保证车辆队列渐近稳定的充分条件。 

 

关键词：车辆队列；分布式控制；闭环稳定性；鲁棒性能；模型预测控制 
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Abstract 

Vehicular platoon has potential to significantly mitigate traffic congestion, enhance 

road safety and improve fuel economy. Many existing research only focus on 

designning tools to analyze a specific vehicular platoon with single communication 

topology, which lacks a general framework to handle platoons with different 

information flow topologies. To address aforementioned issue, this thesis proposes a 

four-component framework for vehicular platoon, and within such framework the 

closed-loop stability and robust performance are discussed for linear homogeneous 

platoons. Besides, this thesis further introduces a design process of distributed model 

predictive control (DMPC) to deal with nonlinear heterogeneous platoons. The results in 

this thesis can provide tools and lay foundation to address performance analysis and 

controller design for vehicular platoons with different information flow topologies. 

Firstly, a four-component framework is proposed for vehicular paltoons from the 

perspective of cooperative control of multi-agent system, and the unified models of each 

component are established under this framework. Such perspective naturally 

decomposes a platoon into four interrelated components, namely, 1) node dynamics, 2) 

information flow topology, 3) formation geometry, and 4) distributed controller. This 

decomposition can provide a unified framework to analyze and quantify the influence of 

information flow topology, vehicle dyanmics and controller parameters on the platoon 

performance. 

Secondly, the closed-loop stability is discussed for linear homogeneous platoons 

within the proposed four-component framework. Using matrix factorization technique, 

the platoon dynamics can be decompled, and thus closed-loop stability of platoon is 

proved to be equivalent to that of several subsystems. The major results are as follows: 

1) the stabilizing region of linear controller gains are explicitly established for different 

information flow topologies by using Routh–Hurwitz stability criteria; 2) through 

employing matrix eigenvalue analysis, the stability margin of platoons with 

bidirectional topology is proved to decay to zero as 𝑂(1 𝑁2⁄ ) when platoon size 

increases; 3) by employing tools, such as Rayleigh-Ritz theorem, this thesis shows how 

to improve the stability margin of a homogeneous platoon in terms of topology selection 
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and control adjustment from a unified viewpoint; 4) a distributed controller synthesis 

approach is proposed by converting the platoon control design into solutions to 

parametric algebraic Riccati equations. 

Thirdly, the robust performance is addressed for linear homogeneous platoons 

under external disturbance with finite energy by analyzing the infinite norm of 

corresponding transfer functions. The main results are as follows: 1) the robust 

performance index grows exponentially with increasing platoon size for 

predecessor-following topology, which is independent with the controller gains; 2) the 

robust performance index will at least be indepnent with platoon size, if every following 

vehicle can obtain the leader’s information, resulting the predesessor-leader following 

topology; 3) the robust performance index at least grows as a polynomial function 

(𝑂(𝑁2)) of platoon size for bidirectional topology. 

Finally, a design process of distributed model predictive control (DMPC) is 

introuduced to deal with the nonlinear heterogenous platoons. The proposed DMPC 

utilizes the predicted trajectories of neighboring vehicles to construct the 

sub-optimization problems, which is well-suited for various information flow topologies. 

By using the cost function as a Lyapunov candicate, a sufficient condition is proposed to 

gurantee the asympotatical stability for vehicular platoons with unidirectional 

information flow topology. 

 

Key words: Vehicular platoon; Distributed control; Closed-loop stability; Robust 

performance; Model predictive control
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第1章 引  言 

1.1 研究背景及意义 

1.1.1 车辆队列系统概述 

安全、节能、环保是汽车工业发展的永恒主题。近二十年来，汽车工业的蓬

勃发展给人类的交通带来了巨大便利，但车辆保有量的迅速上升也带来了交通堵

塞、道路事故、环境污染等问题[1]。相较于拓宽或增设道路等基础设施的手段，提

高车辆本身的技术、改善交通设施的使用效率等方法则能更为经济、有效地应对

上述问题[2]-[3]。 

目前，已有不少研究基于车辆个体提出多种方法来提高车辆的安全性[4]-[6]、改

善车辆的经济性[7]-[9]和减小车辆的排放污染[10]。比如，Li 等人针对孤立的单一车

辆，提出了具有媲美混合动力节能潜力的周期驾驶策略，也称为加速-滑行式策略

（PnG，Pulse and Gliding）[8]。文献[9]进一步指出发动机油耗的 S 型非线性是 PnG

策略产生的根本原因，从而解释了该策略的节能机理。然而，道路上行驶的车辆

并不是孤立的个体，而是与其他车辆耦合成一个车群系统。在车群系统中，驾驶

员-车辆-道路等要素之间相互制约，构成一个复杂的广义动力学系统。仅仅针对单

一车辆的控制方法，对于提高安全性、改善经济性、减小排放的程度是有限的。

研究表明车辆的队列化可以显著减缓交通拥堵、改善交通效率、提高驾驶安全性

和改进燃油经济性[11]-[19]。 

车辆队列化控制的研究始于上世纪 80 年代美国加州的 PATH 项目[11]-[13]。“队

列化”是将单一车道内的相邻车辆进行编队，根据相邻车辆信息自动调整该车辆的

纵向运动状态，最终达到一致的行驶速度和期望的构型[11][14]。在 PATH 项目中，

队列的很多基础问题都得到了研究，比如：队列的主要目标、控制任务的分配、

控制架构的布局、传感和执行技术等[11][13][20][21]。之后，车辆队列化技术得到了相

关研究人员更多的关注。队列控制中的很多主题都得到了讨论，比如：跟车距离

的选择[14][22][23]、动力系统的特性[24]、异质性问题[25][26]等。此外，更为先进复杂的

控制策略也应用到了车辆队列当中，以实现更好的队列性能。例如：Liang 和 Peng

（1999）为上位控制器设计了一种最优控制策略，实现了队列稳定性[27]；Stankovic

等人（2000）应用包含原理（inclusion principle）将级联的队列系统分解为局部解

耦的子系统，针对每个子系统设计了稳定的分布式控制器[28]；Barooah 等人（2009）
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提出了一种基于失谐（mistuning-based）的控制方法，以提高队列的稳定裕度[29]；

Desjardins 等（2011）采用机器学习技术设计分布式控制器，指出通过梯度下降算

法改进控制器参数可以优化队列性能指标[30]；Dunbar 和 Derek（2012）将预测控

制技术应用到了车辆队列中，设计了分布式滚动时域预测控制器，得到了一种保

证稳定性的充分条件[31]；Ploeg 等人（2014）提出了一种 ℋ∞控制器设计综合方法，

该方法中可以显式地保证队列稳定性[32]。如今，不少实验室和机构也开展了一些

实车实验项目来展示和验证车辆队列系统的性能，比如美国加州早期的 PATH 项目

[13]，欧洲的 SARTRE 项目[33]，日本的 Energy ITS 项目[34]，以及 2011 年在荷兰组

织的 GCDC 项目[35]。图 1-1 展示了这些项目中进行队列系统实验时的一些场景。 

 

(a) PATH 项目[13]                      (b) SARTRE 项目[33] 

 

(c) Energy ITS 项目[34]                  (d) GCDC 项目[35] 

图 1-1 车辆队列的道路试验 

已有车辆队列研究中，所涉及的信息流拓扑结构较为单一，仅仅聚焦于少量

常见的结构[36][37]，比如：前车跟随式（predecessor-following topology）、前车-领航

者跟随式（predecessor-leader following topology）、双向跟随式（bidirectional topology）

等。随着通信技术的发展，车与车之间（Vehicle-to-Vehicle, V2V）通信普及迅速[38][39]；

车辆队列中可以产生大量的、不同种类的信息流拓扑结构，如双前车跟随式

（ two-predecessor following topology）和多前车跟随式（multiple-predecessor 
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following topology）等[36][37][40]。通信能力的提升导致信息流拓扑结构多样化，此

时对于车辆队列如何进行动力学建模、控制器设计以及性能分析已成为当前队列

中一个亟待解决的问题。 

1.1.2 多智能体系统介绍 

从控制角度，队列可视为由多个单一车辆节点，通过节点间的信息交互对车

辆个体进行控制，进而相互耦合组成的一种动态系统。从而，车辆队列可视为一

种特殊的多智能体系统。在控制领域中，多智能体系统是由多个具有独立自主能

力的智能体，通过一定的信息拓扑结构相互作用而形成的一种动态系统[41][42]；用

于研究自然界中的群体性协同行为：单一个体基于邻域信息做出决策，却能导致

整体行为的同步和一致（sychronization and consensus）。 

Reynold 等（1987）按照自然界中鸟群的特点建立了一个动物群的分布式行为

Boid 模型，并给出了个体基于邻域信息反馈的三个规则：1）避撞；2）速度匹配；

3）中心聚结[43]。Vicsek 等（1997）指出在多个自治个体组成的离散系统中，单一

个体基于其邻域个体的信息反馈，一定条件下所有个体的运行方向可达到一致[44]。

Jadbabaie 等（2003）利用代数图论和稳定性理论，给出了无向通信拓扑下多质点

系统实现速度方向一致的条件[45]。Olfati-Saber 等（2004）针对由一阶积分器组成

的多智能体系统，提出一个统一研究框架，得到了定常通信拓扑、切换通信拓扑、

通信时滞等情况下系统达到一致的条件[46]。进一步，Ren 等（2005）推广了文献[46]

的结论，指出在有向切换通信拓扑情况下，由一阶积分器组成的多智能体系统实

现一致性的充要条件为：通信拓扑中具有联合的有向生成树[47]。Li 等（2010）指

出可以采用一种统一框架来分析多智能体系统一致性问题和复杂网络同步问题，

并提出一致性区域（consensus region）的概念[48]。目前，关于多智能体系统的研

究已经拓宽到很多其他的方面，比如：高阶系统的一致性[49]，系统的异质性[50]，

通信时延的影响[51]，通信数据比特率的要求[52]，以及基于多智能体的分布式优化

[53][54]等。 

与传统针对单个系统的控制相比，多智能体系统的协调控制有如下的特点[55]：

1）多个控制对象，系统由多个相对独立的智能体通过信息流交互耦合而成；2）

分布式控制，单个智能体具有一定通信和计算能力的限制，不可能也没有必要设

计集中式控制器；3）一致性控制目标，系统的基本目标是使得任意两个智能体之

间的相对状态差趋于零，实现期望构型和整体运动方式。本质上，多智能体系统

研究的是信息流结构和动力学控制之间的交互作用（interplay between information 

networks and control theory）[46]。在多智能体系统研究中，个体之间信息交互的信
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息流拓扑结构，可以被抽象为图结构，单个智能体的动力学状态可建模为线性时

不变系统或者非线性系统；然后，采用代数图论、矩阵分析、控制理论等技术对

其进行分析和设计[46]。对多智能体系统的更详细介绍，参见 Ren 等[56]，Mesbahi

等[57]，以及 Lewis 等[58]。 

一个车辆队列实际上是一种特殊的一维多智能体系统，或者是特殊的一维网

络动态系统（one dimensional network of dynamical systems）。其中，单个车辆只使

用邻域内车辆的信息做出控制决策，需要达到系统整体协调性目标。从而，基于

多智能体系统的视角，对队列中信息流拓扑结构的多样性进行研究，能够取得一

些有意义的结果。同时，这对加深队列的理解、提高队列的性能，均具有重要的

理论价值和工程意义。 

1.2 车辆队列的研究动态 

一般观点认为，车辆队列是同一车道中，一系列自动驾驶车辆直接组群而成

的系统。与之不同，本文采用多智能体系统的视角，将车辆队列控制视为一种多

智能体协调控制。 

近年来，已经有一些学者尝试将车辆队列视为一种多智能体系统（或网络动

态系统）进行研究。例如：Oncu 等（2014）从网络控制的观点分析了通信时延和

采样保持过程对队列稳定性的影响[59]；Bernardo 等（2014）提出一种从动态网络

一致性的角度分析车辆队列的方法，并且给出了具有时延情况下系统稳定的条件

[60]；Wang 等（2014）提出了一种带约束权重的一致性框架，分析了时变时延对车

辆队列动力学的影响[61]；Zheng 等（2014）基于代数图论、反馈线性化、矩阵分析，

提出一种分析不同通信结构对闭环稳定性影响的方法，解析地得到了不同通信拓

扑结构下线性控制器的稳定参数范围[36][37]。 

如图 1-2 所示，本文基于多智能体系统的视角，将一个车辆队列系统直观地分

解为四个基本模块：1）节点动力学（Node Dynamics）；2）信息流拓扑结构

（Information Flow Toplogy）；3）队列几何构型（Formation Geometry）；和分布式

控制器（Distributed Controller）。其中，节点动力学，用于描述单个车辆的动力学

行为；信息流拓扑结构，用于描述节点间信息传递的拓扑关系；队列几何构型，

用于描述相邻两个节点之间的期望车距；分布式控制器，用于描述利用邻域信息

的反馈控制律。本文将这种多智能体协调框架下的分解模型，称为队列“四元素”

模型。该模型可以为定量地刻画信息流拓扑结构、车辆动力学、控制器参数对队

列性能影响提供一种可供选择的统一分析框架[36][37]。依托这一框架，现有文献归

类如表 1-1。本文将从节点动力学建模、信息流拓扑结构分析、队列几何构型、分
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布式控制器以及车辆队列性能五个方面，对国内外的研究现状进行分析和总结。 

表 1-1 队列控制的分类 

节点动力学 

单积分器 二阶模型 三阶模型 单输入单出模型 非线性模型 

[75]-[77] 

[104]-[106] 

[27][29][60][61] 

[63]-[65][75][78]- 

[83][98][100][101] 

[21]-[25][27][28][32][35]- 

[37][59][62][84][90]-[92] 

[94][95][97][99][102][103] 

[26][85]-[88] 

[107][108] 

[31][66][70][71] 

[74][89] 

匀质 异质 

[21][22][27][29][32][36][37][61][63]-[65][75]-[77][79]

[80][82][83][85][86][88][94][95][98]-[102][104]-[108] 

[23]-[26][28][31][35][59][60][62][66][70][71]

[74][78][81][84][87][89]-[91][92][97][103]  

信息流拓扑结构 

前车跟随式 前车-领航者跟随式 双向跟随式 
双向-领航

者跟随式 

双前车跟随

式 

[21]-[25][27][32][35] 

[36][37][59][79][83] 

[85][88][91][94][95] 

[97][100][101] 

[25][28][31][36][37] 

[66][70][74][80][84] 

[85][90][102][103] 

[26][29][36][37][62]- 

[64][71][75][79][81][82] 

[83][85][86][87][89][99] 

[107][108] 

[26][36] 

[37][92] 

[99] 

[32][36][37] 

[94] 

双前车-领航者跟随式 无向拓扑结构 有限通信距离 一般拓扑结构 

[36][37] [36][37][78][98][99] [65][87] [36][37][60][61][63][64][76] 

[77][104]-[106] 

队列几何构型 

恒定距离 恒定时距 非线性型 

[21][23][25][26][28][29][31][36][37][61]-[66][70] 

[71][74]-[87][90][92][94][98][100]-[108] 

[23][24][27][32][35][59] 

[60][79][87]-[89][91][97] 

[22][95] 

分布式控制器 

线性控制 最优控制 ℋ∞ 控制 滑模控制 模型预测控制 

[21][23][25][26][29][36][37][59]-[65]

[74][76][78]-[83][85]-[89][91][92] 

[94][95][98][100]-[102][104]-[108] 

[27][28][75] 

[77] 

[32][84] 

[90][103] 

[22][24][66] 

[70] [71] 

[31][35][97] 

性能指标 

队列稳定性 稳定裕度 内聚性能 

[21]-[28][31][32][35][59][62][66][70][71][74] 

[78]-[81][84]-[92][94][95][97][98][100]-[103] 

[29][36][37][60][61][63] 

[64][82][83][107][108] 

[65][75][76][77] 

[104]-[106] 
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图 1-2 队列的多智能体协调框架，称之为队列的“四元素模型” 

为方便表述，首先给出常见队列性能的定义。 

定义 1-1：闭环稳定性（closed-loop stability）；具有线性时不变动力学特征的

队列闭环稳定的充要条件为闭环系统的特征根均为负实部[58][62]。 

定义 1-2：队列稳定性（string stability）；一个车辆队列是队列稳定的，当且仅

当队列中的扰动沿队列传播过程中不被放大[14][23][24]。 

定义 1-3：稳定裕度（stability margin）；一个车辆队列的稳定裕度指，稳定闭

环特征根与虚轴距离的最小值，用于刻画初始扰动的衰减速度[63][64]。 

定义 1-4：内聚性能（coherence behavior）；一个车辆队列的内聚性能由闭环系

统相应传递函数的 ℋ2 范数进行表征，用于刻画队列在随机扰动下的鲁棒性能[65]。 

另外，上述定义方式只是描述性质；严格数学定义在不同文献中略有差别，

具体请参考相应文献。 

1.2.1 车辆节点动力学 

多数队列研究只关注车辆纵向动力学行为特性，只有少数学者同时讨论了车

辆的纵向和横向集成控制[66][67]。横向动力学特性通常采用自行车模型描述，详见

[66][67]。本文只针对纵向动力学建模方法进行综述。 

在车辆节点中，存在发动机、变速器、风阻二次项和制动系等强非线性环节。

所以本质上而言，车辆的纵向动力学是强非线性的[20][24][68][69]。一些研究直接采用

非线性模型对车辆节点动力学进行建模，比如文献[31][70][71]。施继忠等考虑随

机因素建立了随机车辆纵向动力学模型，讨论了非线性随机车辆队列系统的稳定

性[72][73]。Yue 等把车辆纵向动力学模型分解为线性部分和非线性部分，将非线性
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项视为干扰，采用神经网络的方法对非线性项进行估计，设计了稳定的控制器[74]。

非线性模型与实际车辆节点动力学比较相符。然而，采用非线性模型，难以解析

地分析特定队列构型下的性能变化及其性能极限。实际上，为了方便理论分析，

很多研究是采用线性模型对车辆节点纵向动力学进行描述，包括：（1）单积分器

模型；（2）双积分器模型；（3）三阶模型；（4）单输入单输出模型。 

单积分器模型是用于描述车辆纵向动力学的一种最简单的模型。该模型把车

速作为控制输入，位移作为车辆动力学中唯一的状态。这种做法可以极大地简化

控制器设计的理论分析难度。例如，在该模型假设下，队列系统的结构最优控制

器设计问题可以转化为一个凸优化问题，从而能够得到高效求解；而对于其他模

型，处理这个问题则较为困难[75][76][77]。然而，由于偏离实际车辆纵向动力学较大，

单积分器模型并不能用于分析队列不稳定的行为（string instability）[78]。一种改进

的模型是将车辆假设为一个质量块，从而得到双积分器模型描述[27][29][78]；或者把

一个队列视为为质量-弹簧-阻尼系统，从而得到线性二阶模型描述[79][80][81]；上述

模型都采用加速度作为车辆的控制输入。目前，许多重要理论结果都依赖于二阶

模型的假设，例如：分布式最优控制器设计[75]，稳定裕度趋势分析[29][82][83]，以及

内聚性能分析[65]等。这个假设依然难以刻画车辆纵向动力学中的一些特征，比如

动力系统中的惯性时滞等[24][28][32][35]。对车辆纵向动力学建模的一个趋势，是进一

步增加一个状态形成三阶状态空间模型，以近似车辆节点中动力系统的动态行为

特征。在该模型中，控制输入已等价地转化为发动机扭矩或制动扭矩的控制

[24][32][35][84]。这个模型中的近似方法大部分采用反馈线性化技术[21][24][28][36]，或者下

位控制器技术[12][66]。最后一类模型是单输入单输出模型，该模型常用于从频域角

度分析队列稳定性的研究中。关于这个模型，一个先驱性研究源于 PATH 项目中

Sailer，Pant 和 Hedrick 的工作[85]。之后，这种模型也广泛地被其它的研究所采用，

例如文献[25][26][86]-[88]。 

队列中车辆纵向动力学模型的一个重要表征是匀质性（homogeneity）属性。

如果队列中所有节点均具有相同的动力学特性，则该队列被称为 “匀质 ”

（homogeneous）；否则，该队列被称为“异质”（heterogeneous）。匀质性假设可以

简化队列控制理论上分析难度，例如文献[29][32][36][37][63]；而“异质性”假设则

更符合实际队列的特性，例如文献[23]-[26][31][87]。 

1.2.2 信息流拓扑结构 

信息流拓扑结构描述了可以用于节点局部控制器设计的信息，对队列的整体

行为有重要影响，比如：队列的内稳定性[36][37]，队列稳定性[85]，稳定裕度[63][64]
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和内聚性能[65][75]等。 
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图 1-3 车辆队列中常见的信息流拓扑结构：（a）前车跟随式，（b）前车-领航者跟随式，（c）

双向跟随式，（d）双向-领航者跟随式，（e）双前车跟随式，（f）双前车-领航者跟随式 

在一个队列中，信息流拓扑结构与车辆获取周围车辆信息的方式有密切的关

系。早期车辆队列主要是基于雷达进行信息获取，这意味着队列中单个车辆只能

获取与其最为相邻两辆车的信息，即其前车与后车[37][40][89]。在这种信息获取框架

下，常见信息流拓扑结构的形式为：前后跟随式（predecessor following，PF）和

双向跟随式（bidirectional，BD）。目前，随着 V2V 通信技术的迅速发展，队列中

已涌现各式各样的信息流拓扑结构，包括前车-领航者跟随式（predecessor-leader 

following，PLF），双前车跟随式（two-predecessor following，TPF），双前车-领航

者跟随式（two predecessor-leader following，TPLF），无向拓扑式（undirected），以

及有限距离通信形（limmitted range）等。图 1-3 展示了典型的几种信息流拓扑结

构。该分类方法是基于车辆节点之间的连接拓扑构型，而没有考虑通信本身的特

性，比如量化误差、丢包、时延等。 

不管采用哪种信息流拓扑结构，一个队列必须首先保证闭环稳定性。保证闭

环稳定性主要包括两类：全局性方法和局部性方法。全局性方法直接将队列视为

一个带结构的动态系统，然后进行控制器设计。例如，Guo 等针对队列系统全局

动态方程，采用线性矩阵不等式方法，得到了队列闭环稳定性的条件[84][90]。然而，
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这种方法主要缺陷在于，其计算效率随着队列规模增大而会急剧恶化，即难以处

理大规模队列的设计问题。因此，很多研究采用不同的方法将队列分解为多个子

系统，针对子系统设计局部控制器以实现整体的性能要求，这便是局部性方法的

思想。例如，PF 或 PFL 结构下，一个队列可视为一种单向级联系统；只需保证任

意相邻两辆车的运动稳定性，即可保证队列系统整体的闭环稳定性[22][23][24][27][32][91]。

此外，Stankovic 等提出了一种采用包含原理（inclusion principle）将这类队列分解

为多个分离子系统的方法，然后针对单个子系统设计了稳定控制器[28]。上述分解

策略并不适合 BD 结构下的队列，因为在这种队列中，跟驰误差可以同时向后和向

前双向传递。针对这类队列，偏微分方程技术（partial differential Equation, PDE）

常用来近似队列动力学方程；从而将稳定性分析转化为相应 PDE 的特征方程特征

根的分析，避免了分析高维动力学方程的困难[29][82][63][62][92]。对于一般信息流拓扑

结构下的匀质队列，矩阵相似变换以及因子分解是一种重要的分析手段，这个方

法可以将闭环稳定性分解为：1）给定拓扑结构下信息流的稳定性，2）给定控制

器下单个车辆动力学的稳定性[36][37][93]。 

1.2.3 队列的几何构型 

队列的控制目标是保证跟随车辆与领航车辆的速度一致，同时使得相邻车辆

之间保持期望的几何构型。目前，队列中主要包括三种几何构型：1）恒定距离型

（constant distance，CD），2）恒定时距型（constant time headway，CTH），3)非线

性距离型（nonlinear distance，NLD）[14][94]。对于 CD 构型，相邻两辆车的期望距

离与自车车速无关，可实现较高的交通流密度；对于 CTH 构型，相邻两车的期望

距离与自车速度呈线性关系，在一定程度上符合驾驶员的特性，但限制了可实现

的交通流密度；对于 NLD 构型，相邻两辆车之间的期望距离是车速的非线性函数，

相比于 CD 和 CTH 构型，这种方式具有同时改善交通流稳定性和提高交通流密度

的潜能[22][95]。 

1.2.4 分布式控制器 

分布式控制器利用邻域车辆的信息做出反馈控制，以实现队列全局的协调目

标。无结构控制器要求队列中任意车辆节点之间均具有通信能力，即信息流拓扑

结构对应着一个完全图。目前，多数研究均显式地或者隐式地针对带结构的分布

式控制器进行分析和设计，例如[14][21][23][24][29][28][31][32]。由于信息流拓扑

结构带来的结构特性，不仅导致了控制器设计上的困难[75]，也一定程度上决定着

队列相关性能的极限[29][37][63][65]。 
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考虑理论分析的难度以及硬件实施的方便性，常见的分布式控制器均为线性

形式[14][20][23][28]。在线性控制器下，队列系统的闭环稳定性依赖于信息流拓扑结构

的形式。从而，线性控制器参数的设计通常需要具体问题具体分析（case-by-case）。

例如，Zheng 等基于代数图论和矩阵分析的方法，解析得到了一类信息流拓扑结构

下线性控制器的稳定参数区域[36][37]。此外，不少学者提出一些数值的或者解析的

优化方法来优化线性控制器增益，比如[27][28][75]。同时，也有一些研究采用滑

模控制（Sliding Mode Control，SMC）的方法，来设计控制器以实现队列稳定性[24][96]。

对于 SMC，队列的闭环稳定性和队列稳定性需要通过控制器参数调验进行实现。 

上述控制器设计方法中主要有两个缺陷，即 1）无法显式地处理队列稳定性；

2）无法处理状态或者控制的约束。最近，Ploeg 等人（2014）提出了一种ℋ∞控制

器设计综合方法，该方法中将队列稳定性的要求显式地作为控制器设计的一部分

进行处理[32]。此外，模型预测控制（Model Predictive Control，MPC）技术也被引

入队列系统，该技术可以预测车辆纵向动力学变化，同时也可以显式地处理执行

器或状态的约束问题[31][35][97]。 

1.2.5 队列的性能分析 

车辆队列化控制可以显著降低油耗、改善交通效率以及提高行车安全性。目

前，绝大部分队列节能的途径均是采用“高速近距跟车”策略。该策略利用流体力学

的“雁阵效应”，减小后方车辆的风阻，从而降低行驶能耗[16][34]。通过优化队列中

车辆节点的控制，来提高队列行驶经济性的研究尚未成熟。这一方面，Li 等提出

的 PnG 策略具有较好的应用前景[8][9]。另外，在自适应巡航控制系统中，已有研究

提出采用模型预测控制技术，通过优化车辆节点的控制来协调跟车目标、舒适性

和经济性[5][7]。以下，本文将聚焦于队列系统本身控制性能，即：队列稳定性、稳

定裕度以及内聚性能，总结国内外的研究动态。 

（1）队列稳定性 

对于一个车辆队列，在 Lyapunov 意义下的内部稳定性并不能保证队列稳定性，

误差信号沿队列传递过程中依然可能被放大，导致车辆经济性恶化，甚至发生追

尾碰撞事故[23][24]。 

大量研究表明，队列稳定的可实现性与队列构型和信息流拓扑结构有密切关

系。Swaroop 等（1999）表明采用恒定车距为控制目标时，PF 拓扑结构下的队列

采用匀质线性控制器时难以保证队列稳定性[94]。Seiler 等（2004）进一步指出由于

互补敏感性积分约束，对于这种类型队列系统，其队列不稳定性与匀质控制器的
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设计无关，这是 PF 拓扑结构的本质问题[85]。Barooah 等（2005）指出对于以恒定

车距的控制目标、BD 拓扑结构下的队列，匀质线性控制器同样难以保证队列稳定

性[86]。Sai 等（2005）研究表明跟随车辆获取领航者信息的能力，对于保证恒定车

距型队列系统的队列稳定性至关重要[98]。同时，Zheng 等（2014）指出这种能力对

于改善队列其它方面的性能，如闭环稳定性和稳定裕度，同样非常重要[36][37][99]。

Middleton 等（2010）拓展了文献[85]的工作，考虑了异质车辆动力学，有限通信

距离，以及非零时距构型的队列系统；指出前向通信拓扑和小时距都不能解决队

列不稳定的问题[87]。 

目前，改善队列稳定性的方案主要有如下三类： 

1）松弛队列构型，即在期望跟车距离中引入足够大的时距，或者采用非线性

期望跟车距离。例如，Klinge 等（2009）指出 PF 结构下的匀质队列，若采用足够

大的跟车时距，系统能够实现队列稳定性[88]。Naus 等（2010）考虑异质车辆队列

系统，从频域角度推导出保证队列稳定性的充分必要条件，指出恒定时距的队列

构型可以实现队列稳定[23]。Xiao 等（2011）采用三阶状态空间模型，考虑异质队

列动力学以及通信时延，指出了保证队列稳定时，跟车时距与动力系统时延和通

信时延之间的关系[24]。Zhou 等（2005）通过优化队列稳定性以及交通流的稳定性，

提出了一种非线性距离的队列构型，且仿真表明该方法可以保证稳定性，同时达

到了更高的交通流密度[22]。类似想法在 Santhanakrishnan 等的研究中也得到了实现

和验证[95]。 

2）异质控制器架构，即不同车辆节点中控制器采用不一致的控制增益。例如：

Khatir 等（2004）指出针对恒定距离型队列构型，PF 结构下的队列若采用非匀质

控制器增益，同样可以保证队列稳定性[100][101]。这种控制器设计的代价是，其控制

增益随着队列长度的增加至少线性增长。从而，这种用增益换取交通流密度的做

法容易导致执行器的饱和，难以实际应用。 

3）扩展信息流拓扑结构，如广播领航者信息形成 PLF 拓扑结构等。Swaroop

等（1999）表明 PLF 拓扑结构下的车辆队列是能够保证队列稳定性的。早期 PATH

项目实车实验展示时均是采用这一类设计方法[12][66]。在这种结构中，所有跟随车

辆均需要获取领航者的状态信息。队列长度较大时，不可避免会产生时延、丢包

等通信现象。Liu 等（2001）采用部分分式展开法（partail fraction expansion approach），

得到了保证队列稳定性时，领航者信息时延的上界[96]。Seiler 等（2005）使用马尔

科夫参数跳跃模型（markovian jumping parameter）来刻画队列中通信丢包现象，

提出了一种存在队列稳定控制器的线性矩阵不等式条件[102][103]。Peters 等（2014）

指出领航者状态存在一定的时延时，PLF 拓扑结构下的车辆队列系统依然有可能
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实现队列稳定。 

近年来，已有多种类型的控制器能够保证队列稳定性，例如：滑模控制器[22][24]，

模型预测控制器[31][35]，以及ℋ∞控制器[32][84][90]等。需要注意的是，上述的控制器

设计中要么采用了恒定时距的队列构型，要么利用了一定的领航者信息。 

（2）稳定裕度 

稳定裕度常用于刻画队列中初始扰动的衰减速度[63][64]。目前大部分针对稳定

裕度的研究均聚焦于恒定距离的队列构型，这些研究表明稳定裕度是下述因素的

函数，即队列规模、节点动力学模型、信息流拓扑结构、以及控制器架构[29][82]-[83][99]。 

将车辆动力学近似为质量块，Barooah 等（2009）指出在对称控制（symmetric 

control）下，队列的稳定裕度以𝑂(1 𝑁2⁄ )的速度趋向于零；同时证明了若引入少量

的非对称性，稳定裕度的衰减趋势可以减缓为𝑂(1 𝑁⁄ )[29]。Zheng 等（2015）将上

述结果推广到了三阶动力学模型下的车辆队列中[37]。采用偏微分方程近似法，Hao

等（2011）指出在 D 维信息流拓扑结构下，其稳定裕度可以进一步改善为

𝑂(1 𝑁2 𝐷⁄⁄ )[63]。进一步，若采用非对称性控制（asymmetric control），队列的稳定

裕度可以被设计为有界，且与队列规模无关[64]。最近，Zheng 等（2015）采用代数

图论和特征值分析方法，提出从信息流拓扑结构选择以及控制器参数调整两个角

度来改善稳定裕度的方法[99]。 

（3）内聚性能 

内聚性能是最近提出的一类控制性能，采用闭环系统相应传递函数的ℋ2范数，

来刻画队列在随机扰动下的鲁棒性能[65][104]。Bamieh 等（2012）研究了内聚性能随

队列规模的变化趋势，指出信息流拓扑结构比控制器参数对内聚性能更具影响[65]。

Lin 等（2013）提出一种基于同伦的牛顿算法（homotopy-based Newton’s method），

迭代地优化 BD 结构下车辆队列的内聚性能指标，以得到最优的线性控制器增益[75]。

最近，一些学者采用增广拉格朗日算法（augmented lagrangian method）和交错乘

子方向法（alternating direction method of multipliers，ADMM），将内聚性能作为代

价函数，以同时优化信息流拓扑结构和控制器增益[104][105][106]。 

1.3 本文研究内容 

总结上文阐述，已有队列研究多局限于如下三种信息流拓扑结构：前后跟随

式、前车-领航者跟随式和双向跟随式。对于这三种结构，不管是队列稳定性、鲁

棒性能、控制器设计，目前研究已经得到了很丰富的结果。然而，已有研究通常
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针对上述三种拓扑结构单独建模，缺乏统一性的分析框架。随着 V2V 通信技术的

迅速发展，车辆队列中已涌现多样化的信息流拓扑结构。此时，车辆之间动力学

影响并不局限于其前车与后车，从而传统基于相邻两车动力学的分析方法难以适

用，且将队列作为整体的分析方法也难以适用于大规模的车辆队列。面对多样化

的信息流拓扑结构，如何对车辆队列进行动力学建模、性能分析、以及控制器设

计是当前队列研究中尚未深入探讨的问题。 

本文从多智能体系统视角出发，以车辆动力学、代数图论和控制理论为基础，

对车辆队列的动力学建模和分布式控制进行研究。本文具体工作如下： 

（1）车辆队列的四元素模型构建 

车辆队列控制可视为是特殊的一维多智能协调控制，本文基于多智能体协调

控制框架，将车辆队列分解为四个基本模块：1）节点动力学；2）信息流拓扑结

构；3）队列几何构型；4）分布式控制器。本文将这种分解模型称为队列四元素

模型。利用模块化建模方法，本文拟建立各个元素的一般性数学描述，研究节点

动力学状态解耦问题，探讨刻画信息流拓扑结构、车辆动力学、控制器参数对队

列性能影响的统一分析框架，为稳定性分析和控制器设计奠定基础。 

（2）线性匀质队列的闭环稳定性研究 

车辆队列中存在多样化的信息流拓扑结构。基于线性匀质假设，本文利用矩

阵因子分解将匀质队列动力学进行解耦，使得队列整体闭环稳定性等价多个小规

模问题的稳定性。在此基础上，拟利用 Routh–Hurwitz 稳定性判据、矩阵特征根分

析、子系统的 Riccati 方程求解，重点研究不同信息流拓扑结构下队列线性控制器

参数的稳定区域，探讨线性匀质队列的稳定性能随规模的变化趋势，为信息流拓

扑结构选择和分布式控制器参数设计提供参考。 

（3）线性匀质队列的鲁棒性能分析 

车辆队列系统中不可避免地会出现扰动和噪声。为此，本文建立一般信息流

拓扑结构下队列动力学频域模型，重点探讨单向级联拓扑结构和双向拓扑结构下

匀质队列的鲁棒性能指标，为深入理解信息流拓扑结构和控制器参数对队列鲁棒

性能的影响奠定基础。 

（4）非线性异质队列的预测控制器设计 

队列中车辆节点动力学本质上是异质且非线性。针对这一问题，本文研究车

辆队列的分布式模型预测控制器设计方法，以保证非线性异质队列的渐近稳定性。

该控制器利用邻域车辆节点的预测轨迹信息构造子优化问题，能够适用于多种信

息流拓扑结构。将节点代价函数作为 Lyapunov 函数，分析分布式模型预测控制器

的渐近稳定性，为非线性异质队列的分布式控制提供一种可行的设计方法。 
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第2章 车辆队列的四元素模型构建 

对于车辆队列，现有研究大多属于具体问题具体分析（case-by-case），通常是

针对一种具体构型设计一类分析手段，而缺乏一种普遍的建模和分析框架。本文

将队列视为一维多智能体系统，建立了一种车辆队列动力学系统的四元素建模框

架，为队列的分析和控制提供一种可行的统一化视角。本章首先介绍车辆队列的

四元素建模构架（four-component framwork）；其次，对该构架下的各个元素建立

一般性数学描述；最后，简要给出四元素模型下的三类典型应用。 

2.1 四元素模型的构架概述 

在一维多智能体的视角下，队列实际上是一种由多个单一车辆个体通过信息

交互对节点进行控制，进而相互耦合组成的动态系统。队列中，单个车辆只使用

邻域内车辆的信息给出控制决策，最终达到队列整体层面上的协调性目标。 

假设队列行驶在平直的道路上，共有 𝑁 + 1 个车辆，其中队首的领航车辆标

号为 0，系统中的跟随车辆编号依次为 1~𝑁 。队列的目标要求跟随车辆与领航车

辆的速度一致，且相邻车辆之间的车距保持为期望的跟车距离。如图 2-1 所示，一

个车辆队列可直观地分解为四个基本模块：1）节点动力学；2）信息流拓扑结构；

3）队列几何构型；4）分布式控制器。本文把这种基于多智能体协调控制的分解

模型，称为队列的“四元素模型”。其中： 

1）节点动力学（Node dynamic，ND），用于描述单个车辆的纵向动力学行为； 

2）信息流拓扑结构（Information flow Topology，IFT），用于描述车辆节点间

信息传递的拓扑关系； 

3）队列几何构型（Formation geometry，FG），用于描述相邻两个车辆节点之

间的期望车距； 

4）分布式控制器（Distributed controller，DC），用于描述利用邻域内车辆信

息的反馈控制律。 

从这一分解框架出发，车辆队列具有如下特点： 

1）每个车辆节点都是系统中一个智能体，车辆个体的动力学特性相对独立，

但通信结构使得多个车辆耦合为一个队列整体。 

2）受传感器及通信范围等限制，队列中车辆的控制器均为分布式，仅能获取

邻域车辆的状态信息，但系统对队列性能的要求是全局性的。 
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图 2-1 车辆队列系统的四元素模型 

基于这一分解框架，本文已对目前国内外的队列研究进行了分类与总结（参

考第 1 章），这为全局理解队列的研究现状提供了一个有益的视角。此外，该分解

方法为定量地刻画信息流拓扑结构、车辆动力学、控制器参数对队列性能影响提

供一种统一的分析框架。 

2.2 四元素模型的数学建模 

本节介绍四元素模型中各个模块的数学描述。首先，对车辆节点的纵向动力

学进行建模，包括非线性模型以及常见的反馈线性化技术；其次，将通信信息流

抽象为图的结构，采用代数图论进行统一描述；然后，给出常用队列几何构型的

数学表达式；最后，对线性分布式控制器进行建模。 

2.2.1 节点动力学建模 

车辆的纵向动力学是强非线性的，存在发动机、变速器、风阻二次项和制动

系等非线性环节。兼顾建模复杂性和精确性，对车辆纵向动力学特性做如下简化： 

1）仅考虑车辆纵向运动，忽略横向和垂向运动； 

2）针对良好路面和常规驾驶条件，忽略轮胎的滑移； 

3）车辆视为刚体，且左右完全对称，忽略前后轴的载荷转移； 

4）车辆动力系统的输入与输出特性有一阶惯性环节描述。 

基于以上简化，建立车辆节点的非线性纵向动力学模型[5][7][24][37]， 
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𝑇𝑖(𝑡) = 𝑚𝑖�̇�𝑖(𝑡) + 𝐶A,𝑖𝑣𝑖
2(𝑡) + 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖

𝜏𝑖�̇�𝑖(𝑡) + 𝑇𝑖(𝑡) = 𝑇des,𝑖(𝑡)

, 𝑖 ∈ 𝒩. （2-1） 

其中，𝒩 表示正整数集合 𝒩 = {1,2,⋯ ,𝑁}，𝑝𝑖(𝑡) 和 𝑣𝑖(𝑡) 分别为车辆 𝑖 的位移和

速度，𝑚𝑖 为车辆的质量，𝐶A,𝑖 为集总空气阻力系数， 𝑔 为重力加速度常数， 𝑓𝑖为

滚动阻力系数，𝑇𝑖(𝑡) 为车辆实际的驱动力或制动力的力矩，𝑇des,𝑖(𝑡) 为期望的驱动

力或制动力的力矩， 𝜏𝑖 为车辆纵向动力系统的时滞常数，𝑟w,𝑖 为车轮半径， 𝜂T,𝑖 为

传动系统的机械效率。另外，领航车辆的位移及速度分别表示为 𝑝0(𝑡) 和𝑣0(𝑡) 。 

纵向动力学模型（2-1），是对动力系统力矩的输入输出特性进行一阶惯性环节

近似后得到的描述。该模型为非线性，能对车辆纵向动力学给出较为精确的描述。

为了方便理论分析，不少学者采用反馈线性化技术，将上述模型线性化为三阶状

态方程描述[24][28][37][74][84]。针对模型（2-1），下面给出反馈线性化的推导过程。系

统输出 𝑦𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡) 的相对阶为 3，对输出求导得到 

 �̇�𝑖 = 𝑣𝑖 . （2-2） 

 �̈�𝑖 = 𝑎𝑖. （2-3） 

 

𝑦𝑖 =
1

𝑚𝑖
(𝜂T,𝑖

�̇�𝑖
𝑟w,𝑖

− 2𝐶A,𝑖𝑣𝑖�̇�𝑖) =
1

𝑚𝑖
(𝜂T,𝑖

𝑇des,𝑖 − 𝑇𝑖
𝜏𝑖𝑟𝑤,𝑖

− 2𝐶A,𝑖𝑣𝑖�̇�𝑖) 

= −
1

𝜏𝑖
𝑎𝑖 +

1

𝜏𝑖

1

𝑚𝑖
(𝜂𝑇,𝑖

𝑇des,𝑖
𝑟w,𝑖

− 𝐶A,𝑖𝑣𝑖(2𝜏𝑖�̇�𝑖 + 𝑣𝑖) − 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖) . 

（2-4） 

式（2-3）中 𝑎𝑖 为车辆节点的加速度。反馈线性化策略的选择如下 

 𝑇des,𝑖(𝑡) =
1

𝜂T,𝑖
(𝐶A,𝑖𝑣𝑖(2𝜏𝑖�̇�𝑖 + 𝑣𝑖) + 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖 +𝑚𝑖𝑢𝑖)𝑟w,𝑖. （2-5） 

其中，𝑢𝑖  是反馈线性化后车辆节点的控制输入。因而，式（2-4）转化为 

 𝜏𝑖�̇�𝑖(𝑡) + 𝑎𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡). （2-6） 

进而得到车辆队列中节点的三阶状态空间模型， 

 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝑖𝑥𝑖(𝑡) + 𝑩𝑖𝑢𝑖(𝑡),     𝑖 ∈ 𝒩, 

𝒙𝑖(𝑡) = [

𝑝𝑖
𝑣𝑖
𝑎𝑖
] , 𝑨𝑖 = [

0 1 0
0 0 1

0 0 −
1

𝜏𝑖

] , 𝑩𝑖 = [

0
0
1

𝜏𝑖

]. 
（2-7） 
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其中，𝒙𝑖(𝑡)为节点状态。 

上述反馈线性化方法，以及所得到的三阶状态空间模型（2-7）在车辆队列的

分析中得到广泛的应用[24][27][28][32][36][37]。另外，不少文献采用分层控制的思路，把

三阶模型（2-7）视为上位控制器的标准模型，而使用下位控制器控制发动机节气

门开度或制动压力，以跟随期望的加速度[5][7][22][27]。例如，Liang 等提出一种自适

应控制的下位控制技术以跟随上位控制器得到的加速度[27]；Li 等提出采用车辆逆

模型的思路来控制节气门开度或制动压力[5]。 

此外，也有学者将车辆视为质点，采用双积分器模型来描述节点动力学，忽

略了动力系统中的时滞因素[29][63][64]， 

 {
�̇�𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡)

�̇�𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡)
, 𝑖 ∈ 𝒩. （2-8） 

式（2-8）中，控制量相当于车辆的加速度。若将队列视为一种质量-弹簧-阻

尼系统[79]-[81]，则其车辆节点的动力学描述为 

 {
�̇�𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡)

�̇�𝑖(𝑡) + 𝜂𝑣𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡)
, 𝑖 ∈ 𝒩. （2-9） 

其中， 𝜂 表示阻尼系数。为了理论分析，也有一些研究采用单积分器模型近似车

辆节点的动力学[75][76][106]，即 

 �̇�𝑖(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑡), 𝑖 ∈ 𝒩. （2-10） 

此时，控制量相当于车辆的速度。 

上述非线性模型式（2-1）、线性模型式（2-7）、式（2-8）-式（2-10）均有应

用，但随着具体场景和要求选择不同。考虑与实际动力学特性的相符性、理论分

析的简洁性，第三、四章将三阶线性模型式（2-7）作为节点动力学描述，由此得

到分析结果可作为队列性能的比较基准。第五章针对非线性模型式（2-1），提出一

种分布式模型预测控制设计方法，以保证队列的渐近稳定性。 

2.2.2 信息流拓扑结构描述 

表征车辆之间信息传递的信息流拓扑结构，可以直观地抽象为图的结构，进

而用相应矩阵及其性质进行刻画。这种技术称为代数图论，在多智能体协调控制

以及网络控制领域得到了广泛应用[41][46][47]。关于代数图论全面的介绍，参见 Godsil

等[110]和 Brouwer 等[111]。 

如图 2-1 所示，一个队列包括一个领航车辆以及 N 个跟随车辆。跟随车辆之

间的信息传递结构用有向图 𝒢𝑁 = {𝒱𝑁 , ℰ𝑁} 进行表示，其中 𝒱𝑁 = {1,2,⋯ ,𝑁} 表示顶
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点集，ℰ𝑁 = 𝒱𝑁 × 𝒱𝑁 表示边集。顶点 𝑖 代表第 𝑖 个跟随辆车，其动力学特性可由（2-1）

或（2-7）表征； (𝑗, 𝑖) 代表一条从顶点 𝑗 到顶点 𝑖 的有向边，表示车辆 𝑖 能够获取

车辆 𝑗 的状态信息。为刻画从领航车辆到跟随车辆的信息流，定义一个增广有向图

 𝒢𝑁+1 = {𝒱𝑁+1, ℰ𝑁+1}，其中顶点集为 𝒱𝑁 = {0,1,2,⋯ ,𝑁}，边集为 ℰ𝑁+1 = 𝒱𝑁+1 ×

𝒱𝑁+1。由 𝒢𝑁 和 𝒢𝑁+1 进行表征的信息流拓扑结构的性质，可用如下三个矩阵进行

表征， 

1）邻接矩阵（Adjacent matrix）𝓐𝑁; 

2）拉普拉斯矩阵（Laplacian matrix）𝓛; 

3）牵引矩阵（Pining matrix）𝓟。 

与 𝒢𝑁 对应的邻接矩阵 𝓐𝑁 = [𝑎𝑖𝑗] ∈ ℝ
𝑁×𝑁 ，定义为 

 𝑎𝑖𝑗 = {
1,      𝑖𝑓   (𝑗, 𝑖) ∈  ℰ𝑁
0,       𝑖𝑓   (𝑗, 𝑖) ∉  ℰ𝑁

, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒩, （2-11） 

其中，𝑎𝑖𝑗 = 1表示车辆 𝑖 能够获取车辆 𝑗 的状态信息。本文假设图 𝒢𝑁 中没有自环，

即 𝑎𝑖𝑖 = 0, 𝑖 ∈ 𝒩。节点 𝑖 的邻域集定义为 

  ℕ𝑖 = {𝑗|𝑎𝑖𝑗 = 1}. （2-12） 

集合 ℕ𝑖 表示在跟随车辆中，节点 𝑖 通过 V2V 通信或者雷达检测能够获取信息

的车辆集。节点 𝑖 的入度定义为 deg𝑖 = ∑ 𝑎𝑖𝑗
𝑁
𝑗=1 ，同时定义入度矩阵为 

 𝓓𝑁 = [

deg1
⋱

deg𝑁

]. （2-13） 

对应于 𝒢𝑁 的拉普拉斯矩阵 𝓛 = [𝑙𝑖𝑗] ∈ ℝ
𝑁×𝑁 ，定义为 

 𝓛 = 𝓓𝑁 −𝓐𝑁 . （2-14） 

对应于 𝒢𝑁+1 的牵引矩阵 𝓟 ∈ ℝ𝑁×𝑁，用于描述跟随车辆获取领航车辆信息的

情况，定义如下 

 𝓟 = [
𝓅1

⋱
𝓅𝑁

], （2-15） 

其中，若 {0, 𝑖} ∈ ℰ𝑁+1，则 𝓅𝑖 = 1，否则 𝓅𝑖 = 0 。当 𝓅𝑖 = 1，表示车辆 𝑖 能够获取

领航车辆的状态信息；此时，车辆 𝑖 也称为被领航车辆直接牵引。同时，定义车辆

 𝑖 的领航车辆可达性集合如下 

 ℙ𝑖 = {
{0}, 𝑖𝑓 𝓅𝑖 = 1
∅,             𝑖𝑓 𝓅𝑖 = 0

. （2-16） 
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下面给出 𝒢𝑁+1 中两个定义， 

1）有向路径（directed path）；一个有向边序列集 (𝑖1, 𝑖2), (𝑖2, 𝑖3),⋯ , (𝑖𝑘−1, 𝑖𝑘)，

其中 (𝑖𝑗−1, 𝑖𝑗) ∈  ℰ𝑁+1, ∀ 𝑗 ∈  {2,⋯ , 𝑘}，则该有向边序列集称为由节点 𝑖1 到 𝑖𝑘 的一

条有向路径。 

2）有向生成树（spanning tree）；若图中部分或全部边集组成的树能够连接图

中所有的节点，则该树称为一颗有向生成树。 

 𝒢𝑁+1包含有向生成树，当且仅当边集 ℰ𝑁+1 中至少存在一个子集组成一颗有向

生成树。为保证系统的能控性，本文均假设 𝒢𝑁+1中至少包含一颗以领航车辆为根

节点的有向生成树[47]。换言之，从领航车辆到任一跟随车辆均存在至少一条有向

路径。这说明任一跟随车辆均能直接或者间接地获取领航车辆的状态信息。不难

看出，图 1-3 中展示的信息流拓扑结构均满足有向生成树的假设。 

下面以图 1-3 中展示的信息流拓扑结构为例，给出上述定义矩阵的具体表达式。 

（1）PF 与 PLF 拓扑结构 

01N-2N N-1

...
 

（a）PF 拓扑结构 

01N-2N N-1

...
 

（b）PLF 拓扑结构 

图 2-2 PF 与 PLF 拓扑结构 

如图 2-2 所示，PF 拓扑结构下，车辆只能获取其前面一辆车的状态信息；而

PLF 拓扑结构下，每个跟随车辆还能获取领航车辆的信息。所以，在这两种结构

下，节点 𝑖 的邻域集均为 

 ( ℕ𝑖)PF or PLF = {
∅,                      𝑖 = 1
{𝑖 − 1},   𝑖 =  𝒩\{1}

. （2-17） 

所以，这两种拓扑结构的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵亦均为 

 ( 𝓐𝑁)PF or PLF = [

0
1 0

⋱ ⋱
1 0

], （2-18） 
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(𝓛)PF or PLF = [

0
−1 1

⋱ ⋱
−1 1

]. 

在 PF 与 PLF 拓扑结构中，节点 i 的领航车辆可达集分别为 

 ( ℙ𝑖)PF = {
{0},           𝑖 = 1
∅,   𝑖 =  𝒩\{1}

;   ( ℙ𝑖)PLF = {0},   𝑖 =  𝒩. （2-19） 

所以，这两种拓扑结构的牵引矩阵分别表示如下 

 (𝓟)PF = [

1
0

⋱
0

] , (𝓟)PLF = [

1
1

⋱
1

]. （2-20） 

（2）BD 与 BDL 拓扑结构 

01N-2N N-1

...
 

（a）BD 拓扑结构 

01N-2N N-1

...
 

（b）BDL 拓扑结构 

图 2-3 BD 与 BDL 拓扑结构 

如图 2-3 所示，BD 拓扑结构下，车辆能获取其前车与后车的状态信息；而 BDL

拓扑结构下，每个跟随车辆还能获取领航车辆的信息。所以，在这两种结构下，

节点 𝑖 的邻域集均为 

 ( ℕ𝑖)BD or BDL = {

{2},                                𝑖 = 1
{𝑖 − 1, 𝑖 + 1},   𝑖 =  𝒩\{1, 𝑁}

{𝑁 − 1},                         𝑖 = 𝑁

. （2-21） 

这两种拓扑结构的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵均为 

 ( 𝓐𝑁)BD or BDL = [

0 1
1 0 ⋱

⋱ ⋱ 1
1 0

], （2-22） 
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(𝓛)BD or BDL = [

1 −1
−1 2 ⋱

⋱ ⋱ −1
−1 1

]. 

在 BD 与 BDL 拓扑结构中，节点 𝑖 的领航车辆可达集分别为 

 ( ℙ𝑖)BD = {
{0},           𝑖 = 1
∅,   𝑖 =  𝒩\{1}

;   ( ℙ𝑖)BDL = {0},   𝑖 =  𝒩. （2-23） 

从而，这两种拓扑结构的牵引矩阵分别为 

 (𝓟)BD = [

1
0

⋱
0

] , (𝓟)BDL = [

1
1

⋱
1

]. （2-24） 

（3）TPF 与 TPLF 拓扑结构 

012N N-1

...
N-2

 

（a）TPF 拓扑结构 

012N N-1

...
N-2

 

（b）TPLF 拓扑结构 

图 2-4 TPF 与 TPLF 拓扑结构 

如图 2-4 所示，TPF 拓扑结构下，车辆能获取其前面两辆车的状态信息；而

TPLF 拓扑结构下，每个跟随车辆还能获取领航车辆的信息。所以，在这两种结构

下，节点 𝑖 的邻域集均为 

 ( ℕ𝑖)TPF or TPLF = {

∅,                              𝑖 = 1
{1},                            𝑖 = 2 

{𝑖 − 1, 𝑖 − 2},      𝑖 = 𝒩\{1,2}
.. （2-25） 

相对应的邻接矩阵与拉普拉斯矩阵亦均为 
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( 𝓐𝑁)TPF or TPLF =

[
 
 
 
 
0
1 0
1 1 0

⋱ ⋱ ⋱
1 1 0 ]

 
 
 
 

, 

(𝓛)TPF or TPLF =

[
 
 
 
 
0
−1 1
−1 −1 2

⋱ ⋱ ⋱
−1 −1 2 ]

 
 
 
 

. 

（2-26） 

在 TPF 与 TPLF 拓扑结构中，节点 𝑖 的领航车辆可达集分别为 

 ( ℙ𝑖)TPF = {
{0},           𝑖 = {1,2}

∅,         𝑖 =  𝒩\{1}
;   ( ℙ𝑖)TPLF = {0},   𝑖 =  𝒩. （2-27） 

对应的牵引矩阵分别为 

 (𝓟)TPF =

[
 
 
 
 
1

1
0

⋱
0 ]
 
 
 
 

, (𝓟)TPLF = [

1
1

⋱
1

]. （2-28） 

以上针对典型信息流拓扑结构给出了相应矩阵描述，一般结构同样可以类似

地刻画。从而，图的性质便可以转化为相应矩阵的性质（特征值、特征向量等）。

注意这种描述只是基于节点之间的连接拓扑构型，而没有考虑通信的特性，比如

量化误差、丢包、时延等。这些特性的描述，可在控制器层面加以表征。 

2.2.3 队列几何构型建模 

车辆队列控制的目标是要求跟随车辆与领航车辆速度保持一致，且相邻车辆

之间的距离保持为期望车距，即 

 {
lim
𝑡→∞

‖𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣0(𝑡)‖ = 0

lim
𝑡→∞

‖𝑝𝑖−1(𝑡) − 𝑝𝑖(𝑡) − 𝑑𝑖−1,𝑖‖ = 0
  , 𝑖 ∈ 𝒩, （2-29） 

其中，𝑑𝑖−1,𝑖 > 0 为节点 𝑖 − 1 与节点 𝑖 之间的期望距离。这种期望距离定义满足如

下运算 

 𝑑𝑖,𝑖 = 0,  𝑑𝑖,𝑖−1 = −𝑑𝑖−1,𝑖, 𝑑𝑖,𝑗 =∑𝑑𝑘,𝑘+1

𝑗−1

𝑘=𝑖

. （2-30） 
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期望距离 𝑑𝑖−1,𝑖 的具体选择决定了队列几何构型。对于恒定距离型队列，𝑑𝑖−1,𝑖

为一个给定的常数，即 

 𝑑𝑖−1,𝑖 = 𝑑0,          𝑖 ∈ 𝒩, （2-31） 

其中，𝑑0 为给定大于零的常数。对于恒定时距型队列，𝑑𝑖−1,𝑖 是自车车速的一个线

性函数，即 

 𝑑𝑖−1,𝑖 = 𝑡ℎ𝑣𝑖 + 𝑑0,    𝑖 ∈ 𝒩, （2-32） 

其中， 𝑡ℎ 为跟车时距。对于非线性距离型队列，𝑑𝑖−1,𝑖是自车车速的一个非线性函

数，即 

 𝑑𝑖−1,𝑖 = 𝑔(𝑣𝑖),          𝑖 ∈ 𝒩. （2-33） 

在不同文献中，𝑔(∙) 的形式略有不同，但均是从保证队列稳定、交通流稳定、

提高交通流密度的角度来优化函数形式。例如，Zhou 等给出非线性型为[22] 

 𝑔(𝑣𝑖) = 𝑑0 + 𝑇𝑣𝑖 + 𝐺𝑣𝑖
2, （2-34） 

其中， 𝑇 和 𝐺 为待优化的参数，通过优化交通流密度、保证队列稳定和交通流稳

定来确定。Santhanakrishnan 等没有直接指定非线性函数的具体表达，而是直接通

过函数推导来确定具体形式[95]。 

2.2.4 分布式控制器设计 

节点 𝑖 处局部控制器使用其邻域信息对该节点进行控制，以达到队列的期望目

标。其中，车辆节点能使用的邻域信息定义为 

  𝕀𝑖 =  ℕ𝑖⋃ℙ𝑖 . （2-35） 

对于鲁棒控制、滑模控制、或者模型预测控制，均有自身的设计逻辑流程来

利用其局部信息。简单起见，本节只给出线性控制器的设计，表示如下 

 

𝑢𝑖(𝑡) = −∑ [𝑘𝑖𝑗,𝑝(𝑝𝑖(𝑡 − 𝛾𝑖𝑖) − 𝑝𝑗(𝑡 − 𝛾𝑖𝑗) − 𝑑𝑖,𝑗)

𝑗∈ 𝕀𝑖

+ 𝑘𝑖𝑗,𝑣 (𝑣𝑖(𝑡 − 𝛾𝑖𝑖) − 𝑣𝑗(𝑡 − 𝛾𝑖𝑗))

+ 𝑘𝑖𝑗,𝑎 (𝑎𝑖(𝑡 − 𝛾𝑖𝑗) − 𝑎𝑗(𝑡 − 𝛾𝑖𝑗))]. 

（2-36） 

其中，𝑘𝑖𝑗,#, (# = 𝑝, 𝑣, 𝑎) 是控制器的增益， 𝛾𝑖𝑖 为对应获取自身状态的时延，𝛾𝑖𝑗 为

对应获取邻域车辆的时延。式（2-36）是线性控制器的一般形式，不少研究使用式
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（2-36）特定简化的形式，比如[29][36][37][61][63][75][80]。 

2.3 四元素模型的典型应用 

针对四元素模型中各个模块，节 2.2 建立的数学模型具有一般性。针对具体队

列时，需要做一定假设简化以方便分析。本节针对车辆节点的三阶状态空间模型

式（2-7），对时延一致队列、匀质队列、队列非对称控制几种典型工况，给出四元

素模型的应用方法。对于非线性动力学模型式（2-1）的应用，将在第五章中介绍。 

2.3.1 时延一致线性队列建模 

假设队列中的时延一致，即式（2-36）中 𝛾𝑖𝑗 = 𝛾, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒩。为将控制器式（2-36）

写成一个紧凑的形式，定义一个新的跟车误差状态 

 �̃�𝑖(𝑡) = 𝒙𝑖(𝑡) − 𝒙0(𝑡) − �̃�𝑖, （2-37） 

其中，�̃�𝑖 = [𝑑𝑖,0, 0,0]
𝑇
。假设队列构型为恒定距离型，即 𝑑𝑖,0 = −𝑖 × 𝑑0。由于前车

假设为匀速运动，即 𝑥0(𝑡) = 𝑣0𝑡。所以跟车误差状态的动力学方程依然为 

 �̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝑖�̃�𝑖(𝑡) + 𝑩𝑖𝑢𝑖(𝑡). （2-38） 

从而，式（2-36）可以转化为 

 

𝑢𝑖(𝑡) = −∑ 𝒌𝑖𝑗
𝑇 (�̃�𝑖(𝑡 − 𝛾) − �̃�𝑗(𝑡 − 𝛾))

𝑗∈ 𝕀𝑖

 

= −[∑𝑎𝑖𝑗𝒌𝑖𝑗
𝑇 (𝒙𝑖(𝑡 − 𝛾) − �̃�𝑗(𝑡 − 𝛾))

𝑁

𝑗=1

+ 𝑝𝑖𝒌𝑖0
𝑇 �̃�𝑖(𝑡 − 𝛾)]. 

（2-39） 

其中，𝒌𝑖𝑗
𝑇 = [𝑘𝑖𝑗,𝑝, 𝑘𝑖𝑗,𝑣, 𝑘𝑖𝑗,𝑎]。所以，单个车辆的跟车误差的闭环动力学方程为 

 �̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝑖�̃�𝑖(𝑡) − 𝑩𝑖∑𝒌𝑖𝑗
𝑇 (�̃�𝑖(𝑡 − 𝛾) − �̃�𝑗(𝑡 − 𝛾))

𝑗∈ 𝕀𝑖

. （2-40） 

为了推导队列整体闭环动力学模型，定义一个集总状态向量和集总控制向量

分别为 

 𝑿 = [�̃�1
𝑇 , �̃�2

𝑇 , ⋯ , �̃�𝑁
𝑇 ]𝑇 ∈ ℝ3𝑁×1，𝑼 = [𝑢1, 𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑁]

𝑇 ∈ ℝ𝑁×1. （2-41） 

所以有 

𝑼 = −𝓚(𝒢𝑁+1) ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾), （2-42） 

其中，𝓚(𝒢𝑁+1)为对应于信息流拓扑结构 𝒢𝑁+1 的控制增益矩阵， 
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𝓚(𝒢𝑁+1) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑝1𝒌10

𝑇 +∑𝑎1𝑗𝒌1𝑗
𝑇

𝑁

𝑗=1

−𝑎12𝒌12
𝑇 ⋯ −𝑎1𝑁𝒌1𝑁

𝑇

−𝑎21𝒌21
𝑇 𝑝2𝒌20

𝑇 +∑𝑎2𝑗𝒌2𝑗
𝑇

𝑁

𝑗=1

⋯ −𝑎2𝑁𝒌2𝑁
𝑇

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑎𝑁1𝒌𝑁1
𝑇 −𝑎𝑁2𝒌𝑁2

𝑇 ⋯ 𝑝𝑁𝒌𝑁0
𝑇 +∑𝑎𝑁𝑗𝒌𝑁𝑗

𝑇

𝑁

𝑗=1 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

则所有跟随车辆的动力学方程为 

�̇�(𝑡) = �̅� ∙ 𝑋(𝑡) − �̅� ∙ 𝓚(𝒢𝑁+1) ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾), （2-43） 

其中， 

�̅� =

[
 
 
 
𝑨1

𝑨2
⋱

𝑨𝑁]
 
 
 
∈ ℝ3𝑁×3𝑁 , �̅� =

[
 
 
 
𝑩1

𝑩2
⋱

𝑩𝑁]
 
 
 
∈ ℝ3𝑁×𝑁. 

式（2-43）即为时延一致时线性队列的闭环动力学模型。在特定的结构下，比

如 PF 或 PLF，式（2-43）可解解耦为多个单向级联系统的子系统，此时系统性能

分析只需要分析与单个节点规模相同的子系统即可。而对于一般的信息流拓扑结

构，该模型并不能方便的解耦，而需要全局性的分析。 

2.3.2 匀质线性队列系统建模 

进一步假设队列中车辆节点匀质，即动力学相同，𝑨𝑖 = 𝑨,𝑩𝑖 = 𝑩, 𝑖 ∈ 𝒩。同

时假设控制器增益均相同，即 𝒌𝑖𝑗 = 𝒌 = [𝑘𝑝, 𝑘𝑣, 𝑘𝑎]
𝑇
。则控制器（2-42）可简化为 

 𝑼 = −(𝓛 + 𝓟)⨂𝒌𝑇 ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾), （2-44） 

其中，𝓛,𝓟 分别为与信息流拓扑结构对应的拉普拉斯矩阵以及牵引矩阵，⨂ 为

Kronecker 积。则式（2-43）可写成 

 
�̇�(𝑡) = 𝑰𝑁⨂𝑨 ∙ 𝑿(𝑡) − 𝑰𝑁⨂𝑩 ∙ (𝓛 + 𝓟)⨂𝒌

𝑇 ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾) 

= 𝑰𝑁⨂𝑨 ∙ 𝑿(𝑡) − (𝓛 + 𝓟)⨂𝑩𝒌
𝑇 ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾). 

（2-45） 

若假设车辆队列中不存在时延，即 𝛾 = 0。式（2-45）可进一步转化为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨c ∙ 𝑿(𝑡), （2-46） 

其中， 
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 𝑨c = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛 + 𝓟)⨂𝑩𝒌
𝑇 . （2-47） 

在式（2-47）中， 𝑨c 也称为车辆队列的整体闭环系统特征矩阵。匀质线性队

列的动力学可以式（2-45）和式（2-47）进行描述，虽然建模过程做了不少假设，

但可以在理论上得到不少有意义的结果。第三章将针对式（2-45）和式（2-47）分

析队列的闭环稳定性。 

2.3.3 匀质队列的非对称控制 

近年来，车辆队列的非对称控制（asymmetric control）得到了研究人员的关注

[29][63][64][75][99]。本节基于四元素模型框架，建立匀质队列的非对称控制动力学模型。

方便起见，本节只考虑 BD 拓扑结构下匀质无时延队列的非对称控制。图 2-5 给出

了 BD 拓扑结构下车辆队列的非对称控制的示意图。 

...
012N N-1

k
f
N

k
b

N-2

k
f
1
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k
f
N-1

kb2

kf3

kb1
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图 2-5 BD 拓扑结构下队列的非对称控制 

在 BD 拓扑结构下，式（2-39）的分布式控制器可以具体写为 

 {

𝑢𝑖(𝑡) = −(𝒌𝑖
𝑓
)
𝑇
(�̃�𝑖 − �̃�𝑖−1) − (𝒌𝑖

𝑏)
𝑇
(�̃�𝑖 − �̃�𝑖+1),     

                                                                   𝑖 = 1,⋯ ,𝑁 − 1

𝑢𝑁(𝑡) = −(𝒌𝑁
𝑓
)
𝑇
(�̃�𝑁 − �̃�𝑁−1)                                       

, （2-48） 

其中，  𝒌𝑖
𝑓
= [𝑘𝑖,𝑝

𝑓
, 𝑘𝑖,𝑣
𝑓
, 𝑘𝑖,𝑎
𝑓
]
𝑇
∈ ℝ3×1是对前车状态信息的控制增益，  𝒌𝑖

𝑏 =

[𝑘𝑖,𝑠
𝑏 , 𝑘𝑖,𝑣

𝑏 , 𝑘𝑖,𝑎
𝑏 ]

𝑇
∈ ℝ3×1是对后车状态信息的控制增益。 

定义 2-1：控制器式（2-48）称为非对称控制器，若 

 {
𝒌𝑖
𝑓
= (1 + 𝜖)𝒌, 𝒌𝑖

𝑏 = (1 − 𝜖)𝒌    𝑖 = 1,⋯ ,𝑁 − 1

𝒌𝑁
𝑓
= (1 + 𝜖)𝒌,                                

, （2-49） 

其中，𝜖 ∈ (0,1) 为不对称度。 

在定义 2-1 下，控制器式（2-48）可进一步写为 

 𝑼 = −(𝓛BD +𝓟BD)𝜖⨂𝒌
𝑇 ∙ 𝑿, （2-50） 
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其中，(𝓛BD +𝓟BD)𝜖为 BD 结构下的 𝓛 + 𝓟矩阵，注意已包含非对称度 𝜖 ，即 

 

(𝓛BD +𝓟BD)𝜖

= −

[
 
 
 
 

2 −1 + 𝜖
−1 − 𝜖 2 −1 + 𝜖

⋱ ⋱ ⋱
−1 − 𝜖 2 −1 + 𝜖

−1 − 𝜖 1 + 𝜖 ]
 
 
 
 

. （2-51） 

从而，对于 BD 结构下的线性非对称控制的匀质队列，其闭环动力学表达为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨c,BD ∙ 𝑿(𝑡), （2-52） 

其中， 

 𝑨c,BD = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛BD +𝓟BD)𝜖⨂𝑩𝒌
𝑇 . （2-53） 

评注 2-1. 由式（2-43）、式（2-45）、式（2-47）、以及式（2-53）对不同情形

下队列的刻画，容易看出队列闭环动力学方程为四个基本模块的函数：1）节点动

力学（ 𝑨𝑖 , 𝑩𝑖 ）；2）信息流拓扑结构（ 𝒢𝑁+1 及 𝓛,𝓟 ）；3）队列几何构型（ 𝑑0 ，

式（2-37））；4）分布式控制器（𝒌𝑖𝑗及 𝒌）。从而可知，每个模块对队列性能均有影

响。然而，对于一般性队列，难以解析地分析中不同模块对队列性能的影响。大

部分现有研究聚焦于某一具体队列形式进行分析。 

评注 2-2. 当规模 𝑁 变大时，将队列作为一个整体来分析则变得比较困难。一

个可行途径是将队列等价地解耦成多个子系统，而子系统规模与队列规模 𝑁 无关。

上述模型中，式（2-45）、式（2-47）和式（2-53）可以通过矩阵因子分解进行等

价转化，这部分内容参见第三章的分析。式（2-43）的分解则比较困难，这个困难

的本质来源于车辆动力学的异质性，一种处理方法是采用鲁棒控制理论，将异质

性分析转化为标称模型加上模型不确定性的分析[112]。 

评注 2-3. 四元素模型同样可处理扰动工况下、或者采用非线性动力学模型的

队列。关于扰动工况的队列鲁棒性分析参见第四章，关于非线性异质队列的控制

器设计参见第五章。 

2.4 本章小结 

本文将车辆队列视为一种特殊的一维多智能体系统。基于该视角，本章介绍

了车辆队列的四元素建模构架，以及各个元素的典型数学描述，同时给出了三种

典型场景的应用示例。结论如下： 

（1）四元素建模构架将队列分为四个关键组成，即 1）节点动力学、2）信息
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流拓扑结构、3）队列几何构型、4）分布式控制器。这为定量地刻画信息流拓扑

结构、车辆动力学、控制器参数对队列性能的影响，提供了一种可行的统一分析

方法。 

（2）在四元素模型构架中，反馈线性化与代数图论是两种有效的技术，前者

将车辆非线性模型转化为线性模型进行分析，后者统一地将信息流拓扑结构转化

为矩阵进行分析。对于具体应用场景，如时延一致线性队列、匀质线性队列、非

对称控制下匀质队列，均可以在四元素模型构架中统一进行建模处理。
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第3章 线性匀质队列的闭环稳定性理论 

队列设计的首要目标是保证闭环稳定性。基于所提出的四元素建模构架，本

章采用矩阵因子分解、Routh–Hurwitz 稳定性判据等技术，分析不同信息流拓扑结

构下车辆队列的闭环稳定性。首先，解析地建立一类信息流拓扑结构下，匀质队

列线性控制器增益的稳定区域，并得到了双向信息流拓扑结构下，车辆队列稳定

裕度随队列规模变化的关系；其次，从拓扑结构选择和非对称性控制两个角度提

出改善稳定裕度的方法；然后，基于局部子系统的 Riccati 方程求解，给出一种稳

定控制器参数设计方法，保证一致性时延下队列的闭环稳定性；最后，数值仿真

验证了方法的正确性。 

3.1 控制器增益的稳定区域分析 

本节针对线性匀质队列，分析线性控制器参数的稳定区域。首先，给出匀质

队列的闭环动力学方程；其次，分析一类信息流拓扑结构对应 ℒ + 𝒫 矩阵的性质；

最后，给出这类拓扑结构下线性控制器增益的稳定区域。 

3.1.1 线性匀质队列的闭环动力学方程 

根据第 2 章中的反馈线性化技术，车辆非线性动力学可以转化三阶状态方程。

同时，假设队列中车辆节点匀质，则有 

 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝒙𝑖(𝑡) + 𝑩𝑢𝑖(𝑡),     𝑖 ∈ 𝒩 

𝒙𝑖(𝑡) = [

𝑝𝑖
𝑣𝑖
𝑎𝑖
] , 𝑨 = [

0 1 0
0 0 1

0 0 −
1

𝜏

] , 𝑩 = [

0
0
1

𝜏

]. 
（3-1） 

节点 𝑖 的局部控制器采用邻域车辆的状态信息进行线性反馈，假设控制器为匀

质，且不考虑通信时延问题，有 

 

𝑢𝑖(𝑡) = −∑ [𝑘𝑝(𝑝𝑖(𝑡) − 𝑝𝑗(𝑡) − 𝑑𝑖,𝑗) + 𝑘𝑣 (𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣𝑗(𝑡))

𝑗∈ 𝕀𝑖

+ 𝑘𝑎 (𝑎𝑖(𝑡) − 𝑎𝑗(𝑡))]. 

（3-2） 
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根据第 2 章中四元素模型构建过程，线性匀质队列的闭环动力学方程为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨c ∙ 𝑿(𝑡), （3-3） 

其中， 𝑿 为队列的 𝑁 个跟随车辆的集总状态向量，其定义为式（2-41）； 𝑨c为系

统闭环特征矩阵， 

 𝑨c = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛 + 𝓟)⨂𝑩𝒌
𝑇 , （3-4） 

其中，𝒌 = [𝑘𝑝, 𝑘𝑣, 𝑘𝑎]
𝑇
为控制器增益， 𝓛 和 𝓟分别为信息流拓扑结构的拉普拉斯

矩阵和牵引矩阵。 

3.1.2 正实信息流拓扑结构分析 

根据式（3-4）， 𝓛 + 𝓟 对矩阵 𝑨c 的特征根有直接影响，即对闭环稳定性有直

接影响。然而，任意给定一种信息流拓扑结构，难以解析地分析该结构下队列的

闭环稳定性。为方便后续稳定性的分析，首先讨论一类信息流拓扑结构对应  𝓛 + 𝓟 

矩阵的性质。 

定义 3-1：若 𝒢𝑁+1 所对应的  𝓛 + 𝓟 矩阵，其特征根 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝒩，则称  𝒢𝑁+1 

满足正实特性。 

下面的定理阐述了一类满足正实特性的信息流拓扑结构。 

定理 3-1：若 𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树，且满足下面任

一条件，则 𝒢𝑁+1 满足正实特性，即 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝒩。（下列条件中 ℎ 表示节点 𝑖 在跟

随车辆中能有效获取信息的范围） 

1) 队列中跟随车辆的信息流属于“前视”类型，即 ℕ𝑖 = {𝑖 − ℎ,⋯ , 𝑖 − 1, } ∩

{1,⋯ ,𝑁}, 𝑖 ∈ 𝒩； 

2) 队列中跟随车辆的信息流属于对称的“前视”及“后视”类型，即  ℕ𝑖 =

{𝑖 − ℎ,⋯ , 𝑖 + ℎ} ∩ {1,⋯ ,𝑁} ∖ {𝑖} , 𝑖 ∈ 𝒩； 

3) 队列中跟随车辆的信息流属于无向结构，即 𝑗 ∈ ℕ𝑖 ⇔ 𝑖 ∈ ℕ𝑗 , 𝑖 ∈ 𝒩。 

证明：证明过程分为两步。 

首先，证明对于存在以领航节点为根节点有向生成树的 𝒢𝑁+1，其对应  𝓛 + 𝓟 

矩阵特征根的实部均为正数，即 Re(𝜆𝑖) > 0, 𝑖 ∈ 𝒩。根据矩阵 ℒ 的定义（2-14）， 

 {
∑ 𝑙𝑖𝑗 = 0
𝑁
𝑗=1

𝑙𝑖𝑖 = ∑ |𝑙𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖 ≥ 0

, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-5） 

同时，根据矩阵 𝓟 的定义（2-15），有 𝑝𝑖 ≥ 0。因此，对于矩阵  𝓛 + 𝓟，有 
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 |𝑙𝑖𝑖 + 𝑝𝑖| = |𝑙𝑖𝑖| + |𝑝𝑖| ≥ ∑ |𝑙𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖 , 𝑖 ∈ 𝒩. （3-6） 

根据附录 A 中的 Geršgorin 圆盘引理（引理 A-7），𝓛 +𝓟 的所有特征根均落

在下面 N 个圆盘的并集内 

 ⋃ {𝜆 ∈ ℂ||𝜆 − 𝑙𝑖𝑖 − 𝑝𝑖| ≤ ∑ |𝑙𝑖𝑗|
𝑁
𝑗=1,𝑗≠𝑖 }𝑁

𝑖=1 . （3-7） 

由式（3-6）及式（3-7）可知， 𝓛 + 𝓟 的所有特征根均在下述区域中 

 {𝜆 ∈ ℂ| |𝜆 − max
𝑖∈{1,2,⋯,𝑁}

(𝑙𝑖𝑖 + 𝑝𝑖)| ≤ max
𝑖∈{1,2,⋯,𝑁}

(𝑙𝑖𝑖 + 𝑝𝑖)}. （3-8） 

因此，所有的特征根均属于 

 {𝜆 ∈ ℂ|Re(𝜆) > 0 ∪ {0}}. （3-9） 

此外，根据有向生成树条件，至少存在一个跟随节点能够获得领航节点的信

息，即 ∃ 𝑖 ∈ 𝒩, 𝑝𝑖 = 1。不失一般性，假设存在两个跟随节点 𝑟1 和 𝑟2 被领航节点

牵引，即 𝑝𝑟1 = 1, 𝑝𝑟2 = 1。此时，不等式（3-6）对 𝑖 = 𝑟1 和 𝑖 =  𝑟2 严格成立。将  𝓛 + 𝓟 

视为引理 A-8 中定义的矩阵 𝑸 ，根据定义  𝐽 = {𝑟1, 𝑟2} 。 

考虑到有向生成树假设，对于任意不能被领航节点直接牵引的节点 𝑖 （即 𝑖 ∉

 𝐽），则必至少存在一个有向路径 {𝛼𝑟 , 𝛼𝑖𝜁 , … , 𝛼𝑖1 , 𝛼𝑖} 从节点 𝑟 ∈  𝐽 到节点 𝑖。此时，

所对应  𝓛 + 𝓟 的元素（即 𝑙𝑖𝑖1 + 𝑝𝑖𝑖1 , 𝑙𝑖1𝑖2 + 𝑝𝑖1𝑖2 ,⋯ , 𝑙𝑖𝜁𝑟 + 𝑝𝑖𝜁𝑟 ）全部非零。从而，

根据引理 A-8，矩阵  𝓛 + 𝓟 非奇异。结合式（3-9），可知 𝓛 + 𝓟 矩阵特征根实部

均为正数，即 

  Re(𝜆𝑖) > 0, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-10） 

下面，证明满足定理 3-1 中条件 1）~3）中任何一个时，有 𝜆𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 ∈ 𝒩。 

当满足条件 1）时，𝓛 为下三角矩阵。同时，𝓟 为对角矩阵。因此，𝓛 +𝓟 亦

为下三角矩阵。这意味着  𝓛 + 𝓟 所有特征根均为实数，即 

 𝜆𝑖 = 𝑙𝑖𝑖 + 𝑝𝑖, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-11） 

当满足条件 2）或者 3）时，𝓛 为对称矩阵。因此 𝓛 + 𝓟 同样为对称矩阵，这

意味着 𝓛 + 𝓟 所有特征根均为实数，即 𝜆𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 ∈ 𝒩。 

综上， 𝒢𝑁+1 满足正实特性，即 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝒩。 

∎ 

评注 3-1. 在上述证明过程中，第一步结果与文献[46][48][58]相符。文献[48]

的证明过程利用了下述性质：包含有向生成树时， 𝓛 + 𝓟 为不可简约（irreducible）



第 3 章 线性匀质队列的闭环稳定性理论 

32 

 

矩阵。本文第一步的证明方法与文献[58]相近。 

3.1.3 控制器增益稳定性区域 

本节讨论给定队列规模 N，以及信息流拓扑结构（即给定 𝓛 + 𝓟），如何解析

地给出控制器增益（即 𝒌 ）的稳定范围。这一问题等价于分析使得矩阵 𝑨c 的特征

根为负实部，控制器增益 𝒌 的范围。 

一般而言，特征根的分析随着矩阵规模增大而相应变难。本节采用矩阵因子

分解技术将大规模队列的闭环稳定性分析，等价地转化为多个解耦子系统的稳定

性分析，且子系统的规模仅和单个节点的动力学规模相同，与队列规模无关。 

下面的定理解析地给出一类信息流拓扑结构下控制器增益的稳定区域。 

定理 3-2：给定一个线性匀质队列，其动力学由式（3-3）描述。若信息流拓

扑结构满足定理 3-1 的条件，则队列闭环稳定当且仅当 

 {

𝑘𝑝 > 0

𝑘𝑣 > 𝑘𝑝𝜏 min
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1)⁄

𝑘𝑎 > −1 max
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖)⁄

. （3-12） 

证明：证明过程分为两步。 

首先，证明式（3-3）闭环稳定性等价于 𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , ∀𝑖 ∈ 𝒩 均为 Hurwitz 矩阵。

根据定理 3-1，有 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝒩。从而，存在一个非奇异矩阵 𝑾 ，使得 

 𝑾−1( 𝓛 + 𝓟)𝑾 = 𝑱, （3-13） 

其中，𝑱 ∈ ℝ𝑁×𝑁 是矩阵 𝓛 + 𝓟 的约当标准型，即 

 𝑱 =

[
 
 
 
 
𝑱𝑛1(�̅�1)

𝑱𝑛2(�̅�2)

⋱
𝑱𝑛𝑟(�̅�𝑟)]

 
 
 
 

, （3-14） 

其中 �̅�𝑖 是矩阵 𝓛 + 𝓟 的特征根， ∑ 𝑛𝑖
𝑟
𝑖=1 = 𝑁 和  𝑱𝑛1(�̅�1), 𝑱𝑛2(�̅�2),⋯ , 𝑱𝑛𝑟(�̅�𝑟) 是规

模为 𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑟 的约当块。从而，对 𝑨c 进行相似变换可以得到块对角矩阵， 

 

�̃�c = (𝑾⊗ 𝑰𝑁)
−1 ∙ 𝑨c ∙ (𝑾⊗ 𝑰𝑁) 

   = (𝑾⊗ 𝑰𝑁)
−1 ∙ (𝑰𝑁⊗𝑨− ( 𝓛 +𝓟)⊗𝑩𝒌𝑇) ∙ (𝑾⊗ 𝑰𝑁) 

= 𝑰𝑁⊗𝑨− 𝑱⊗𝑩𝒌𝑇 . 

（3-15） 

将约当标准型 𝑱 的对角元素表示为 {𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑁}，即 
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{𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑁} = {�̅�1, ⋯ , �̅�1⏟    
𝑛1

, ⋯ , �̅�𝑟 , ⋯ , �̅�𝑟⏟      
𝑛𝑟

}. 

则有 

 𝑆(𝑨𝑐) = 𝑆(�̃�c) =⋃{𝑆(𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇)}

𝑁

𝑖=1

, （3-16） 

其中，𝑆(𝑨)表示矩阵 𝑨 的谱（spetrum）。因此，式（3-3）闭环稳定性等价于 𝑨 −

𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , ∀𝑖 ∈ 𝒩 均为 Hurwitz 矩阵。 

下面，证明式（3-12）刻画出控制器增益的稳定区域。 

矩阵 𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 的特征多项式为 

 |𝑠𝑰 − (𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇)| = 𝑠3 +

𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1

𝜏
𝑠2 +

𝜆𝑖𝑘𝑣
𝜏
𝑠 +

𝜆𝑖𝑘𝑝

𝜏
. （3-17） 

式（3-17）的稳定性可用 Routh–Hurwitz 判据进行检验， 

 

s3 1
𝜆𝑖𝑘𝑣
𝜏

s2
𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1

𝜏

𝜆𝑖𝑘𝑝

𝜏

𝑠1
𝜆𝑖𝑘𝑣(𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1) − 𝜆𝑖𝑘𝑠𝜏

𝜏(𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1)

𝑠0
𝜆𝑖𝑘𝑝

𝜏

. （3-18） 

由于 𝜏 > 0, 𝜆𝑖 > 0, 𝑖 ∈ 𝒩，所以，式（3-17）渐近稳定当且仅当 

 {

𝑘𝑝 > 0

𝑘𝑣 > 𝑘𝑝𝜏 (𝜆𝑖𝑘𝑣 + 1)⁄ , 𝑖 ∈ 𝒩

𝑘𝑎 > −1 𝜆𝑖⁄

. （3-19） 

因此，𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , 𝑖 ∈ 𝒩 渐近稳定，即队列（3-3）闭环稳定当且仅当式（3-12）

成立。 

∎ 

评注 3-2. 相似变换式（3-15）将一个队列（3-3）解耦为多个子系统，且子系

统的规模仅和节点动力学维数相同，与队列规模无关。这种技术源自 Fax 与 Murry

的一项开创性工作[93]，此后被广泛地运用在相关研究中，比如[48][52][58][113]。 

评注 3-3. 若队列中车辆的加速度信息是不可获取的，则式（3-2）中控制器增

益 𝑘𝑎 = 0。此时，队列（3-3）闭环稳定当且仅当 
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 𝑘𝑝 > 0, 𝑘𝑣 > 𝑘𝑝𝜏. （3-20） 

早期队列是基于雷达获取信息，这种情况下难以获取他车加速度信息。此时，只

需要控制器增益满足式（3-20），则可以保证系统的闭环稳定性。 

评注 3-4. 式（3-20）中的结论与 Ghasemi 等（2013）的结果相符[62][92]。Ghasemi

等采用偏微分方程（Partial Differential Equation，PDE）近似方法得到了类似的结

果[62][92]，但是他们的结果仅适合 BD 和 BDL 拓扑结构。本文的结果具有一般性，

可以适合一类信息流拓扑结构，只要满足定理 3-1 中条件（或者正实条件）。注意

到这一条件可以覆盖图 1-3 中所有的信息流拓扑结构。 

评注 3-5. 定理 3-1 中条件保证了 𝓛 + 𝓟 具有正实数特征根，从而导致三阶

Routh-Hurwitz 判定条件式（3-18）。因此，可以解析地得到控制器增益的稳定区域。

对于任一信息流拓扑结构，矩阵𝓛 +𝓟 的特征根可能为复数，从而 Routh-Hurwitz

判定条件为六阶，此时难以解析获得控制器增益的稳定区域。 

评注 3-6. 由式（3-12）可知，信息流拓扑结构对控制器增益稳定区域的影响

全部由 𝓛 + 𝓟 的特征根体现。通过选择拓扑结构，可以得到较大的增益稳定区域。

此时，增益稳定区域增大带来的设计自由度，具有改进队列其他性能的潜能，比

如队列稳定性等。 

3.2 双向拓扑结构下稳定裕度分析 

定理 3-2 解析地给出一类信息流拓扑结构下，队列控制器增益的稳定区域。一

般而言，队列的稳定裕度（stability margin）会随着队列规模增大而衰减[82][83]。 

如图 3-1 所示，稳定裕度是指稳定闭环特征根与虚轴距离的最小值，可以用于

刻画队列对初始误差的衰减速度。利用矩阵特征根分析，本节给出双向拓扑结构

（BD 和 BDL 结构）队列的稳定裕度随规模增长的变化趋势。 

Re

Im

dmin

Stabil ity Margin

 

图 3-1 稳定裕度定义的直观描述 
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陈述主要结果之前，先给出一个引理。 

引理 3-1. 给定一个实系数多项式 

 𝑝(𝑠, 𝜆) = 𝑠3 +
𝜆𝑘3 + 1

𝜏
𝑠2 + 𝜆

𝑘2
𝜏
𝑠 + 𝜆

𝑘1
𝜏
, （3-21） 

其中， 𝑠 为自变量，𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝜏 为常数，参数 𝜆 ∈ ℝ。若（3-21）渐近稳定，则有 

1) 式（3-21）有一个实根以 𝑂(𝜆) 的速度趋近于−1 𝜏⁄ ，且另外两个共轭复根的

实部以 𝑂(𝜆) 趋向于零； 

2) 式（3-21）没有任何一个根的实部接近于零，除非参数 𝜆 接近于零； 

证明：首先证明结论 1。考虑一个一般性的三次多项式， 

 𝑝(𝑠) = 𝑠3 + 𝑏𝑠2 + 𝑐𝑠 + 𝑑. （3-22） 

当参数 𝜆 接近于零时，有 

 

{
 
 

 
 𝑏 =

𝜆𝑘3 + 1

𝜏
=
1

𝜏
+ 𝑂(𝜆 )

𝑐 = 𝜆
𝑘2
𝜏
= 𝑂(𝜆 )

𝑑 = 𝜆
𝑘1
𝜏
= 𝑂(𝜆 )

. （3-23） 

根据三次多项式的特征根判别式[114]， 

 ∆= 𝑏2𝑐2 + 18𝑏𝑐𝑑 − 4𝑏3𝑑 − 4𝑐3 − 27𝑑2. （3-24） 

考虑到式（3-23），当参数 𝜆 足够小时，有 

 ∆= 𝛰(𝜆2) + 𝛰(𝜆2) − 𝛰(𝜆1) − 𝛰(𝜆2) − 𝛰(𝜆3) < 0. （3-25） 

所以，当参数 𝜆 足够小时，多项式（3-22）有一个实根和一对复根[114]。不妨

假设式（3-22）的根为 𝜉, 𝛾 ± 𝑗𝛽，其中 𝑗 = √−1，则有 

 𝑠3 − (𝜉 + 2𝛾)𝑠2 + (𝛾2 + 𝛽2 + 2𝛾𝜉)𝑠 − (𝛾2 + 𝛽2)𝜉 = 0. （3-26） 

对比式（3-21）和式（3-26），当参数 𝜆 足够小时，有 

 

{
 
 

 
 𝜉 + 2𝛾 = −

𝜆𝑘3 + 1

𝜏
= −

1

𝜏
+ 𝑂(𝜆 )

𝛾2 + 𝛽2 + 2𝛾𝜉 = 𝜆
𝑘2
𝜏
= 𝑂(𝜆 )

(𝛾2 + 𝛽2)𝜉 = −𝜆
𝑘1
𝜏
= 𝑂(𝜆 )

. （3-27） 

从而得到 
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{
 

 𝜉 = −
1

𝜏
+ 𝑂(𝜆 )

𝛾2 + 𝛽2 = 𝑂(𝜆 )

𝛾 = 𝑂(𝜆 )

. （3-28） 

因此，当参数 𝜆 接近于零时，多项式（3-22）有一个实根有以 𝑂(𝜆) 的速度趋

近于−1 𝜏⁄ ，且另外两个共轭复根的实部以 𝑂(𝜆) 趋向于零。 

接下来证明结论 2。假设式（3-22）的三个根分别为 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3，则有 

 

{
 
 

 
  𝜉1 + 𝜉2 + 𝜉3 = 𝑏 = −

𝜆𝑘3 + 1

𝜏

 𝜉1 ∙ 𝜉2 + 𝜉2 ∙ 𝜉3 + 𝜉1 ∙ 𝜉3 = 𝑐 = 𝜆
𝑘2
𝜏

 𝜉1 ∙ 𝜉2 ∙ 𝜉3 = 𝑑 = −𝜆
𝑘1
𝜏

. （3-29） 

由于式（3-22）稳定，根据 Routh-Hurwitz 判定条件 𝑏, 𝑐, 𝑑 > 0，且 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝜏 

为常数。所以，根据式（3-29）可以判断， 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3中没有任何一个根的实部接近

于零，除非 𝜆 接近于零。 

∎ 

下面将阐述本节中的主要定理。 

定理 3-3：给定一个线性匀质队列，其闭环动力学由式（3-3）描述，且控制

器参数满足定理 3-2 中的条件，则有 

1）若 𝒢𝑁+1 为 BD 结构，则队列稳定裕度随队列规模的增长以 𝑂(1 𝑁2⁄ ) 速度

衰减到零； 

2）若 𝒢𝑁+1 为 BDL 结构，则 𝓛BDL +𝓟BDL的特征根均大于或等于 1，且只有

𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) = 1，𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) 以 𝑂(1 𝑁2⁄ ) 速度趋向于 1。 

证明：首先证明结论 1。用 𝓛BD ∈ ℝ
𝑁×𝑁 和 𝓟BD ∈ ℝ

𝑁×𝑁 分别表示 BD 结构下

的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵，为 

𝓛BD =

[
 
 
 
 
1 −1
−1 2 −1

−1 2 ⋱
⋱ ⋱ −1

−1 1 ]
 
 
 
 

, 𝓟BD =

[
 
 
 
 
1

0
0

⋱
0 ]
 
 
 
 

. 

所以，𝓛BD 与 𝓟BD 之和可以写为 

 𝓛BD +𝓟BD = [
𝒁BD −𝒆BD
−𝒆BD

𝑇 1
]. （3-30） 
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其中，𝒁BD ∈ ℝ
(𝑁−1)×(𝑁−1), 𝒆BD ∈ ℝ

(𝑁−1)×1 定义为 

𝒁BD =

[
 
 
 
 
2 −1
−1 2 −1

−1 2 ⋱
⋱ ⋱ −1

−1 2 ]
 
 
 
 

, 𝒆BD = [

0
0
⋮
1

]. 

同时，𝒁BD可以分解为 𝒁BD = 2𝑰𝑁−1 −𝑯，其中 𝑯 ∈ ℝ(𝑁−1)×(𝑁−1) 为 

𝑯 =

[
 
 
 
 
0 1
1 0 1

1 0 ⋱
⋱ ⋱ 1

1 0 ]
 
 
 
 

 

此外，矩阵 𝑯 的特征根可以解析得到[115]  

𝜎𝑁−𝑖(𝑯) = 2cos
𝑖𝜋

𝑁
, 𝑖 ∈ 𝒩. 

所以，矩阵 𝒁BD 的特征根为 

 𝜎𝑖(𝒁BD) = 2 − 2cos
𝑖𝜋

𝑁
= 4sin2

𝑖𝜋

2𝑁
, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-31） 

根据引理 A-9，有 

 

{
 

 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) ≤ 𝜎min(𝒁BD) = 4sin
2
𝑖𝜋

2𝑁
≤
𝜋2

𝑁2

𝜎2(𝓛BD +𝓟BD) ≤ 𝜎2(𝒁BD) = 4sin
2
𝜋

𝑁
≤
4𝜋2

𝑁2

. （3-32） 

式（3-32）给出了 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) 和 𝜎2(𝓛BD +𝓟BD) 的上界。此外，根据定

理 3-1 可知，𝓛BD +𝓟BD 属于对称正定矩阵。因此有 𝜎𝑖( (𝓛BD +𝓟BD)
−1) > 0，以

及 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) = 1 𝜎max((𝓛BD +𝓟BD)
−1)⁄ 。 

另外，(𝓛BD +𝓟BD)
−1可以显式表达为 

(𝓛BD +𝓟BD)
−1 =

[
 
 
 
 
1 1 ⋯ 1 1
1 2 ⋯ 2 2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
1 2 ⋯ 𝑁 − 1 𝑁 − 1
1 2 ⋯ 𝑁 − 1 𝑁 ]

 
 
 
 

 

所以根据引理 A-9，有 
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 𝜎max((𝓛BD +𝓟BD)
−1) ≤ 𝑁 +∑ 𝑘

𝑁−1

𝑘=1

=
𝑁(𝑁 + 1)

2
. （3-33） 

因此，𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) 的上下界为 

 
𝜋2

𝑁2
≥ 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) ≥

2

𝑁(𝑁 + 1)
≥
1

𝑁2
 （3-34） 

式（3-34）表明，𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) 以 𝑂(1 𝑁2⁄ ) 趋向于零。根据定理 3-1 和引

理3-1可知，BD结构下队列稳定裕度随队列规模的增长，以 𝑂(𝜎min(𝓛BD +𝓟BD)) =

𝑂(1 𝑁2⁄ ) 趋向于零，即结论 1 成立。 

接下来证明结论 2。在 BDL 结构下，为利用结论 1 中部分结果，假设队列中

有 N+1 跟随车辆。相应的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵表分别示为  𝓛BDL ∈

ℝ(𝑁+1)×(𝑁+1) 和 𝓟BDL ∈ ℝ
(𝑁+1)×(𝑁+1)。这两个矩阵之和为 

 𝓛BDL +𝓟BDL =

[
 
 
 
 
2 −1
−1 3 −1

−1 3 ⋱
⋱ ⋱ −1

−1 2 ]
 
 
 
 

 （3-35） 

𝓛BDL +𝓟BDL 可 分 解 为  𝓛BDL +𝓟BDL = 𝑰𝑁+1 + 𝒁BDL ， 其 中 ， 𝒁BDL ∈

ℝ(𝑁+1)×(𝑁+1) 定义为 

𝒁BDL = [
1 ∗
∗ 𝓛BD +𝓟BD

] 

根 据 引 理 A-9 有  𝜎min(𝒁BDL) ≤ 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) ≤ 𝜎2(𝒁BDL) ≤ 𝜎2(𝓛BD +

𝓟BD)，所以我们得到 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) 和 𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) 的上下界，如下 

 

{
 
 

 
 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) ≤ 1 + 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) ≤ 1 +

𝜋2

𝑁2

𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) ≤ 1 + 𝜎2(𝓛BD +𝓟BD) ≤ 1 +
4𝜋2

𝑁2

𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) ≥ 1 + 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) ≥ 1 +
1

𝑁2

. （3-36） 

定义向量 𝟏 = [1,1, … ,1]𝑇 ∈ ℝ𝑁+1，根据式（3-35）可知 

 (𝓛BDL +𝓟BDL) ∙ 𝟏 = 𝟏. （3-37） 

结合式（ 3-36 ）有， 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) = 1，且  𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) = 1 +

𝑂(1 (𝑁 + 1)2⁄ )。 
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∎ 

评注 3-7. 给定满足定理 3-1 条件的任一信息流拓扑结构，且控制器增益满足

定理 3-2 的条件，则根据定理 3-2 和引理 3-1 可知， 

1）若 𝜎min(𝓛 + 𝓟) 不趋向于零，则队列肯定有一定的稳定裕度； 

2）若 𝜎min(𝓛 + 𝓟) 衰减到零，则队列稳定裕度随队列规模增长以 𝑂(𝜎min(𝓛 +

𝓟)) 速度趋向于零。 

评注 3-8. 根据引理 3-1，队列稳定裕度分析的可行性取决于 𝓛 + 𝓟 的特征根

是否解析可得。一般而言，解析地获得任意矩阵特征根是比较困难的[131]。本文目

前只讨论了 BD 和 BDL 拓扑结构对应矩阵的特征根，注意到这两种结构也得到了

广泛的研究，比如[62]-[64][82][83][92]。 

评注 3-9. 定理 3-3 中结论 1 表明，队列稳定裕度随队列规模增长衰减到零的

速度为 𝑂(1 𝑁2⁄ )，这与控制器增益的设计无关。该结论与文献[63][82]相符，该文

献是采用 PDE 方法近似队列动力学进行分析。此外，本文结果考虑了车辆动力系

统的时滞因素，而文献[63][82]将车辆节点直接假设为二阶积分器环节。因此，本

文结论更加符合实际车辆队列的性能特点。 

评注 3-10. 定理 3-3 中结论 2 表明，当领航车辆将自己的状态信息广播给全部

跟随车辆，形成 BDL 结构时，对应的 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) 等于 1，且与队列规模

无关。根据引理 3-1 可知，该结构下的队列总存在一定的稳定裕度，且该稳定裕度

与队列规模无关。 

评注 3-11. 采用类似的分析框架，可知 PF 结构下 𝓛PF +𝓟PF 所有特征根均为

1，且与队列规模无关。然而，PF 结构下最小特征根的代数重数与队列规模 N 相

同，这会导致瞬态过程中误差出现几何增长（大峰值）的现象。该情况下，会出

现运动模态 𝑡𝑘𝑒𝑅𝑒(𝜇)𝑡, 𝑘 = 1,⋯ , 𝑁 − 1，其中 𝜇 为代数重数为 N 的闭环特征根。 

3.3 稳定裕度的两种改善方法 

由式（3-3）可知，队列闭环动力学是车辆节点动力学、信息流拓扑结构、控

制器参数、队列构型的函数。从而，队列性能指标会受到上述四个元素的影响。 

在给定节点动力学为三阶状态空间模型、队列构型为恒定距离型时，本节从

信息流拓扑结构选取和控制器参数两个角度，讨论队列稳定裕度的改进方法。 

3.3.1 信息流拓扑结构选取 

本节针对无向信息流拓扑结构（undirected information flow，UIF）下匀质队列
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的稳定裕度进行分析。根据第 2 章中介绍的四元素构架，UIF 结构下线性匀质队列

的闭环动力学方程为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨c,UIF ∙ 𝑿(𝑡), （3-38） 

其中， 𝑨c,UIF 为系统闭环特征矩阵， 

 𝑨c,UIF = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛UIF +𝓟UIF)⨂𝑩𝒌
𝑇 , （3-39） 

𝓛UIF 和 𝓟UIF 分别为与 UIF 对应的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵。 

实际上，UIF 结构包含了一类拓扑结构，其中一类常见的是 ℎ -邻域 UIF 结构，

如图 3-2 所示。 

定义 3-2：（ ℎ -邻域 UIF 结构）信息流拓扑结构属于 ℎ -邻域 UIF 结构，如果

任意节点都能在跟随车辆集中获取与其最相邻的  ℎ 个邻居的信息，即  ℕ𝑖 =

{𝑖 − ℎ,⋯ , 𝑖 + ℎ} ∩ {1,⋯ ,𝑁}\{𝑖}，不论有多少跟随车辆被领航车辆所牵引。 

......

i i-1i+1i+h i-hi-2i+2
... ...

 

图 3-2 ℎ-邻域 UIF 结构 

在 ℎ -邻域 UIF 结构中， ℎ 可以表示能够有效通信的范围。当 ℎ = 𝑁 − 1 时，

该结构称为全连通，即任一节点均能获取所有跟随车辆的信息。 

下面阐述本节的主要定理。 

定理 3-4：给定一个 UIF 结构下线性匀质队列，其闭环动力学由式（3-38）描

述，则有 

1）队列（3-38）闭环稳定当且仅当 

 {

𝑘𝑝 > 0

𝑘𝑣 > 𝑘𝑝𝜏 min
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖𝑘𝑎 + 1)⁄

𝑘𝑎 > −1 max
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖)⁄

, （3-40） 

其中，𝜆𝑖 为矩阵𝓛UIF +𝓟UIF的特征根； 

2）队列（3-38）的稳定裕度随队列规模增加而衰减到零，除非存在大量跟随

车辆（𝑂(𝑁)）被领航车辆牵引。 
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证明：首先证明结论 1。根据定理 3-1，UIF 结构符合正实特性。从而由定理

3-2 可知，UIF 结构下线性匀质队列渐近稳定当且仅当式（3-40）成立。 

再证明结论 2。由引理 A-10 的 Rayleigh-Ritz 定理可知 

 𝜆min ≤
𝒙𝑇(𝓛UIF +𝓟UIF)𝒙

𝒙𝑇𝒙
, ∀𝒙 ∈ ℝ𝑁×1. （3-41） 

因此，选择 𝒙 = 𝟏𝑁 ∈ ℝ
𝑁×1，有 

 𝜆min ≤
𝒙𝑇(𝓛UIF +𝓟UIF)𝒙

𝒙𝑇𝒙
=
𝒙𝑇𝓛UIF𝒙 + 𝒙

𝑇𝓟UIF𝒙

𝑁
. （3-42） 

根据拉普拉斯矩阵的定义（2-15），可知 

 𝒙𝑇𝑷UIF𝒙 =∑ 𝑝𝑖
𝑁

𝑖=1
= Ω(𝑁), （3-43） 

其中，Ω(𝑁) 为被领航车辆直接牵引的跟随车辆个数。结合定理 3-1 的正实特性，

𝓛UIF +𝓟UIF 矩阵最小特征根的上下界为 

 0 < 𝜆min ≤
𝒙𝑇𝓛UIF𝒙 + 𝒙

𝑇𝓟UIF𝒙

𝑁
=
Ω(𝑁)

𝑁
. （3-44） 

若没有足够跟随车辆被领航车辆牵引，即 

 lim
𝑁→∞

Ω(𝑁)

𝑁
= 0. （3-45） 

则有 

 lim
𝑁→∞

𝜆min = 0. （3-46） 

根据引理 3-1 可知，𝑨 − 𝜆min𝑩𝒌
𝑇 中两个根的实部会以 𝑂(𝜆min) 速度趋向于零。

此时，队列稳定裕度随着队列规模的增大而衰减到零。 

如果有足够的跟随车辆被领航车辆所牵引，即满足 

 lim
𝑁→∞

Ω(𝑁)

𝑁
= const ∈ (0,1] ⇒ Ω(𝑁) = 𝑂(𝑁). （3-47） 

则队列稳定裕度有可能不会因为队列规模的增加而衰减到零。 

∎ 

评注 3-12. 定理 3-4 中的结论 2 指出了 UIF 结构下线性匀质队列的稳定裕度与

队列规模的关系，这一结论与文献[78][98]结论相符。然而，文献[78][98]中车辆动

力学是假设为质量块（二阶模型），而本文进一步考虑了车辆动力系统的时滞效应
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（三阶模型）。 

评注 3-13. 从稳定裕度的角度，定理 3-4 中结论 2 表明来自领航车辆的信息流

比跟随车辆之间的信息流更为重要。即使跟随车辆之间的信息流为全连通（strongly 

connected），稳定裕度依然会衰减到零，除非存在大量的跟随车辆被领航车辆牵引。

直观而言，跟随车辆之间的信息流可以调节局部跟车误差。然而，队列的最终目

标是需要跟随领航车辆的轨迹，所以领航车辆需要牵引一定数量的跟随车辆以保

证稳定裕度。 

... ...
012n

n

n+1N=2n

0

1 2 n-1 n

..
.

N
=

2
n

n
+

2

...

 

（a）UIF 结构中存在一个有向生成树，其树深与规模等阶 

c

... ...
0cckck+1N=c(k+1)

...
c(k-1)+1

...
1

0

1
c+1 c(k-1)+1

ck+1

..
.

N
=

c(
k+

1
)

c+
1

...

..
.

c

...

 

（b）UIF 结构中存在一个有向生成树，其树深 𝑐 与规模无关 

图 3-3 两类 UIF 结构下的车辆队列 
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评注 3-14. 若每个跟随车辆均能获取领航车辆的信息，比如 BDL 结构，此时

 Ω(𝑁) = 𝑁 。定理 3-3 已指出该类型的队列，其稳定裕度与队列规模无关。而其他

信息流拓扑结构结构，比如 BD 结构（Ω(𝑁) = 1），则存在固有缺陷，其稳定裕度

会随队列规模增大而衰减到零[37][63][82][83]。这也符合定理 3-4 的结论。 

评注 3-15. 定理 3-4 中的结论 2 只是保证稳定裕度的必要条件。即使能获取领

航车辆信息的跟随车辆个数为 Ω(𝑁) = 𝑂(𝑁) ，其稳定裕度依然可能会随队列规模

增长而衰减。在本文中，给出一个猜想：要使得 UIF 结构下队列稳定裕度与规模

无关，则 𝒢𝑁+1 中树的深度（tree depth）应为常数，且与队列规模 𝑁 无关。注意这

里树的深度定义如下（与文献[110]中标准定义有所区别）。 

定义 3-3：图 𝒢𝑁+1 中树的深度 𝑐 定义为 

 𝑐 = max{𝑛1, 𝑛2 − 𝑛1, ⋯ , 𝑛𝑝 − 𝑛𝑝−1, 𝑁 − 𝑛𝑝 + 1}. （3-48） 

其中，{𝑛1, 𝑛2, ⋯ , 𝑛𝑝}, 1 ≤ 𝑛1 ≤ ⋯ ≤ 𝑛𝑝 ≤ 𝑁 为被领航车辆牵引的跟随车辆集

合。 

图 3-3 展示了两类 UIF 结构。在后面仿真部分可以看到，其中之一（图 3-3（a），

Ω(𝑁) = 𝑂(𝑁), 𝑐 = 𝑁 ⁄ 2）随着队列规模增加，稳定裕度会衰减到零；而另外一个

（图 3-3（b），Ω(𝑁) = 𝑂(𝑁), 𝑐 为常数），其稳定裕度则与队列规模无关。 

3.3.2 非对称控制器设计 

上一小节中，定理 3-4 指出信息流拓扑结构选择对稳定裕度有较大的影响。要

保证稳定裕度，对于 UIF 结构下线性匀质控制器，需要足够数量的跟随车辆获取

领航车辆的状态信息。但当队列规模变大时，这会导致很大的通讯代价。 

非对称控制器具有改善稳定裕度的能力，最近也得到不少学者的关注[75][63] 

[107][109]。本小节聚焦一种特殊 UIF 结构（即 BD 结构），证明非对称控制器设计能

大幅度提高队列的稳定裕度。关于非对称控制的具体定义见第 2.3.3 节，图 2-5 直

观地给出了 BD 结构下的非对称控制架构。根据四元素框架，以及第 2.3.3 节中的

推导，BD 结构下非对称控制的匀质队列，其闭环动力学表达为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨c,BD ∙ 𝑿(𝑡), （3-49） 

其中， 

 𝑨c,BD = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛BD +𝓟BD)𝜖⨂𝑩𝒌
𝑇 . （3-50） 

下面，阐述本小节的主要结论。 

定理 3-5：给定一个 BD 结构下非对称控制的匀质队列，其动力学由式（3-49）
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描述，则 

1）队列（3-49）渐近稳定当且仅当 

 

{
 

 
𝑘𝑝 > 0

𝑘𝑣 > 𝑘𝑝𝜏 min
𝑖∈{1,⋯,𝑁}

( 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑘𝑎 + 1)⁄

𝑘𝑎 > −1 max
𝑖∈{1,⋯,𝑁}

( 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖))⁄

, （3-51） 

其中，为了方便表述，𝓛𝓟𝜖 为矩阵(𝓛BD +𝓟BD)𝜖； 

2）对于任意给定的 𝜖 ∈ (0,1) ，则队列（3-49）总存在一定的稳定裕度，且与

队列规模 𝑁 无关（ 𝑁 可以为任意有限常数）。 

证明：首先证明结论 1。 𝓛𝓟𝜖 为非对称矩阵，可以通过相似变换等价转化为

对称矩阵。选择 𝑺 ∈ ℝ𝑁×𝑁 为 

𝑺 =

[
 
 
 
 
 
 
1

(
1 − 𝜖

1 + 𝜖
)

1

2

⋱

(
1 − 𝜖

1 + 𝜖
)

𝑁−1

2

]
 
 
 
 
 
 

. 

则有 

  𝓛𝓟�̃� = 𝑺(𝓛𝓟𝜖)𝑺
−1 =

[
 
 
 
 
2 −𝛿
−𝛿 2 −𝛿

⋱ ⋱ ⋱
−𝛿 2 −𝛿

−𝛿 1 + 𝜖]
 
 
 
 

, （3-52） 

其中， 𝛿 = √(1 − 𝜖)(1 + 𝜖)。根据附录 A 中的 Geršgorin 圆盘引理（引理 A-7），

矩阵 𝓛𝓟�̃� 的所有特征根均落在下面两个圆盘的并集内 

 {𝜆 ∈ ℂ||𝜆 − 2| ≤ 2𝛿}⋃{𝜆 ∈ ℂ||𝜆 − 1 − 𝜖| ≤ 𝛿}. （3-53） 

易知，2 − 2𝛿 > 0 和 1 + 𝜖 − 𝛿 > 0, ∀𝜖 ∈ (0,1)。因此，有 

 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖) = 𝜎𝑖(𝓛𝓟�̃�) > 0, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-54） 

所以，存在一个非奇异矩阵 𝑾𝜖 ，使得 

 𝑾𝜖
−1 ∙ 𝓛𝓟𝜖 ∙ 𝑾𝜖 = 𝑱𝜖 , （3-55） 

其中，𝑱𝜖 ∈ ℝ
𝑁×𝑁 是矩阵 𝓛𝓟𝜖 的约当标准型。采用定理 3-2 中类似的矩阵因子分解

可知 
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𝑆(𝑨𝑐,BD) = 𝑆(𝑰𝑁⊗𝑨− 𝓛𝓟𝜖⊗𝑩𝒌𝑇) 

=⋃{𝑆(𝑨 − 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑩𝒌
𝑇)}

𝑁

𝑖=1

, 
（3-56） 

从而，同样根据 Routh–Hurwitz 判据可知，队列（3-49）闭环稳定当且仅当式

（3-51）成立。 

下面证明结论 2。证明分为两步。 

步骤一，首先证明 𝜎min(𝓛𝓟𝜖) 的上下界。𝓛𝓟�̃�可以重新写为 

 𝓛𝓟�̃� = [
𝒁𝜖 −𝒆𝜖
−𝒆𝜖

𝑇 1 + 𝜖
], （3-57） 

其中，𝒁𝜖 ∈ ℝ
(𝑁−1)×(𝑁−1), 𝒆𝜖 ∈ ℝ

(𝑁−1)×1 定义为 

𝒁𝜖 =

[
 
 
 
 
2 −𝛿
−𝛿 2 −𝛿

−𝛿 2 ⋱
⋱ ⋱ −𝛿

−𝛿 2 ]
 
 
 
 

, 𝒆𝜖 = [

0
0
⋮
𝛿

]. 

进一步，𝒁𝜖 可以分解为 𝒁𝜖 = 2𝑰𝑁−1 − 𝛿 ∙ 𝑯，其中 𝑯 ∈ ℝ(𝑁−1)×(𝑁−1)，定义为 

𝑯 =

[
 
 
 
 
0 1
1 0 1

1 0 ⋱
⋱ ⋱ 1

1 0 ]
 
 
 
 

. 

矩阵 𝑯 的特征根可解析地得到[115]  

𝜎𝑁−𝑖(𝑯) = 2cos
𝑖𝜋

𝑁
, 𝑖 ∈ 𝒩. 

所以，矩阵 𝒁𝜖 的特征根为 

 𝜎𝑖(𝒁𝜖) = 2 − 2cos
𝑖𝜋

𝑁
= 4sin2

𝑖𝜋

2𝑁
, 𝑖 ∈ 𝒩. （3-58） 

根据引理 A-9，有 

 𝜎min(𝓛𝓟�̃�) ≤ 𝜎min(𝒁) = 2 − 2𝛿cos
𝜋

𝑁
. （3-59） 

式（3-59）实际上给出了𝜎min(𝓛𝓟�̃�)。为得到 𝜎min(𝓛𝓟�̃�) 的下界，定义 
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 𝒀 = (𝓛𝓟�̃�) − 𝜖
2𝑰𝑁 =

[
 
 
 
 
2−𝜖2 −𝛿
−𝛿 2−𝜖2 −𝛿

⋱ ⋱ ⋱
−𝛿 2−𝜖2 −𝛿

−𝛿 1 + 𝜖−𝜖2]
 
 
 
 

 （3-60） 

容易验证， 

 1 −
1

2
𝜖2 ≥ (1 − 𝜖2)

1

2 = 𝛿, ∀𝜖 ∈ (0,1) （3-61） 

因此，有 

 {
2−𝜖2 − 2𝛿 ≥ 2−𝜖2 − 2(1 −

1

2
𝜖2) = 0,

1 + 𝜖−𝜖2 − 𝛿 ≥ 1 + 𝜖−𝜖2 − (1 −
1

2
𝜖2) > 0

, ∀𝜖 ∈ (0,1) （3-62） 

根据附录 A 中的 Geršgorin 圆盘引理（引理 A-7），同时注意到 𝑌 为对称矩阵，

所以 𝑌 所有的特征根均为非负实数，即 𝜎𝑖(𝒀) ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝒩。考虑到 𝑌 的定义式（3-60），

有 

 𝜎min(𝓛𝓟�̃�) = 𝜎min(𝒀) + 𝜖
2 ≥ 𝜖2, ∀𝜖 ∈ (0,1) （3-63） 

结合式（3-59）和式（3-63）可知， 𝓛𝓟𝜖 所有特征根均为正实数，且不会随

队列规模的增长而衰减到零，即 

 2 − 2√1 − 𝜖2cos
𝜋

𝑁
≥ 𝜎min(𝓛𝓟𝜖) ≥ 𝜖

2, ∀𝜖 ∈ (0,1) （3-64） 

注意对于任意的有限整数 𝑁 ，矩阵 𝑆 均可逆，即上述结论均成立。式（3-64）

给出了任意的有限规模下 𝜎min(𝓛𝓟𝜖)的上下界。 

步骤 2，证明任意给定的 𝜖 ∈ (0,1)，则队列总存在一定的稳定裕度，且与队列

规模 𝑁 无关。根据式（3-56）知： 

𝑆(𝑨c,BD) =⋃{𝑆(𝑨 − 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑩𝒌
𝑇)}

𝑁

𝑖=1

 

矩阵 𝑨 − 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑩𝒌
𝑇 的特征多项式为： 

 

|𝑠𝑰 − (𝑨 − 𝝈𝒊(𝓛𝓟𝝐)𝑩𝒌
𝑻)| 

= 𝑠3 +
𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑘𝑎 + 1

𝜏
𝑠2 +

𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑘𝑣
𝜏

𝑠 +
𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖)𝑘𝑝

𝜏
 

（3-65） 
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根据式（3-64），任意给定 𝜖 ∈ (0,1) 和有限常数 𝑁 ，有 𝜎𝑖(𝓛𝓟𝜖) ≥ 𝜎min(𝓛𝓟𝜖) ≥

𝜖2。根据引理 3-1 可知多项式（3-65）的根均不会接近于零。因此，队列（3-49）

的最小特征根与虚轴之间总存在一定的间隙，且该间隙与队列规模 𝑁 无关。即任

意给定的 𝜖 ∈ (0,1)，总存在一定的稳定裕度，且与队列规模 𝑁 无关。 

∎ 

评注 3-16. 与定理 3-3 中的结论 1 相比，定理 3-5 表明引入非对称控制可以显

著的提升队列的稳定裕度。这说明，控制器结构可能比控制器增益对队列性能的

影响更大。 

评注 3-17. 定理 3-5表明非对称控制是另一种保证稳定裕度与队列规模无关的

方法。这一结论与文献[29][63]相符，文献[29][63]采用的 PDE 近似的方法，该方

法仅适合小非对称性问题。本文采用基于矩阵特征根分析方法，该过程没有任何

近似，适合于任意大小非对称度。此外，该结果也是文献[64]结论的拓展，文献[64]

中将车辆节点简化为二阶积分器进行分析。 

3.4 基于 Riccati 方程的稳定控制器设计 

定理 3-2 针对一类信息流拓扑结构下匀质队列，解析地给出线性控制器增益的

稳定区域。这意味着给定这类结构中一个具体的信息流拓扑结构，我们均可以得

到稳定的线性控制器增益。但如何选择具体增益的大小，还需要进一步讨论。 

通过对局部子系统的 Riccati 方程求解，本节进一步给出一种控制器增益设计

方法。该方法不仅能保证无时延下线性匀质队列的闭环稳定性，且在一定条件下

能保证时延一致时匀质队列的闭环稳定性。 

3.4.1 时延为零时线性控制器增益设计 

对于不存在时延的线性匀质队列，其闭环动力学方程已在式（3-3）中给出。

本节假设信息流拓扑结构满足定理 3-1 中的条件。下面的定理叙述了一种稳定控制

器增益的设计方法。 

定理 3-6：给定一个线性匀质队列，其动力学由式（3-3）描述。若信息流拓

扑结构满足定理 3-1 的条件。控制器增益 𝒌 选择为 

 𝒌𝑇 = 𝛼𝑩𝑇𝑷𝜀 , （3-66） 

其中， 𝛼 为缩放因子（scaling factor）， 𝑷𝜀 为如下代数 Riccati 方程的唯一正定解 

 𝑨𝑇𝑷𝜀 + 𝑷𝜀𝑨 − 𝑷𝜀𝑩𝑩
𝑇𝑷𝜀 + 휀𝑰3 = 0, （3-67） 

其中， 휀 为一个正实数，称为低增益因子。队列（3-3）闭环稳定，若 
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 𝛼 ≥
1

2min
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖)
, （3-68） 

证明：定理 3-2 已证明 

 𝑆(𝑨c) = 𝑆(�̃�c) =⋃{𝑆(𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇)}

𝑁

𝑖=1

, （3-69） 

即队列（3-3）渐近稳定等价于 𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , 𝑖 ∈ 𝒩 均为 Hurwitz 矩阵。下面证明式

（3-68）成立时，𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , 𝑖 ∈ 𝒩 均为 Hurwitz 矩阵。 

𝑷𝜀 为代数 Riccati 方程（3-67）的正定解，所以有 

 
   (𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌

𝑇)𝑇𝑷𝜀 + 𝑷𝜀(𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇) 

= 𝑨𝑇𝑷𝜀 + 𝑷𝜀𝑨 − 𝜆𝑖(𝒌𝑩
𝑇𝑷𝜀 + 𝑷𝜀𝑩𝒌

𝑇). 
（3-70） 

根据式（3-66），有 

 {
𝒌𝑩𝑇𝑷𝜀 = 𝛼𝑷𝜀𝑩𝑩

𝑇𝑷𝜀
𝑷𝜀𝑩𝒌

𝑇 = 𝛼𝑷𝜀𝑩𝑩
𝑇𝑷𝜀

. （3-71） 

将式（3-71）代入式（3-70）中，得到 

 
       (𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌

𝑇)𝑇𝑷𝜀 + 𝑷𝜀(𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇) 

= (1 − 2𝜆𝑖𝛼)𝑷𝜀𝑩𝑩
𝑇𝑷𝜀 − 휀𝑰3. 

（3-72） 

由于𝑷𝜺𝑩𝑩
𝑻𝑷𝜺 > 0，且 휀𝑰3 > 0，根据 Lyapunov 稳定性分析，当 

 1 − 2𝜆𝑖𝛼 ≤ 0,   ∀𝑖 ∈ 𝒩, （3-73） 

矩阵 𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 均为 Hurwitz。因此当缩放因子 𝛼 满足式（3-68）时，结合式（3-69）

可知，队列（3-3）闭环稳定。 

∎ 

评注 3-18. 定理 3-1中指出信息流拓扑结构对控制器增益的稳定区域有直接的

影响，本节定理 3-6 也表明其拓扑结构同样对稳定控制器设计有直接影响，即式

（3-68）。 

评注 3-19. 代数 Riccati 方程（3-67）的求解仅和节点动力学的维数相关，与

队列规模无关。队列规模以及信息流拓扑结构的信息，全部体现在缩放因子 𝛼 的

要求式（3-68）上。类似的技术也出现在 Ni 等的研究[116]和 Zhang 等的研究[117]。 

评注 3-20. Stankovic 等采用包含原理（inclusion principle）将队列系统解耦成

多个局部子系统，然后针对子系统采用 LQR 方法设计控制器[28]。这种方法仅适合

与 PL 和 PLF 拓扑结构。而定理 3-6 的设计方法可以覆盖一大类信息流拓扑结构的

稳定增益设计问题。 
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评注 3-21. 定理 3-6 设计方法的一个局限在于，若 ℒ + 𝒫 的最小特征根随规模

增长而趋向于零，则缩放因子 𝛼 会趋向于无穷大。实际上，BD 结构以及一些其他

结构会发生这种现象，如定理 3-3 和定理 3-4。 

3.4.2 时延一致时线性控制器增益设计 

本节进一步讨论时延一致情况下，线性匀质队列控制器的稳定增益设计。假

设信息流拓扑结构满足定理 3-1 中的条件。控制器的形式为线性状态反馈，但存在

一致时延，即 

 

𝑢𝑖(𝑡) = −∑ [𝑘𝑝(𝑝𝑖(𝑡 − 𝛾) − 𝑝𝑗(𝑡 − 𝛾) − 𝑑𝑖,𝑗)

𝑗∈ 𝕀𝑖

+ 𝑘𝑣 (𝑣𝑖(𝑡 − 𝛾) − 𝑣𝑗(𝑡 − 𝛾))

+ 𝑘𝑎 (𝑎𝑖(𝑡 − 𝛾) − 𝑎𝑗(𝑡 − 𝛾))]. 

（3-74） 

根据第 2 章中四元素模型的构架以及相关分析，时延一致的线性匀质队列闭

环动力学方程为 

 �̇�(𝑡) = 𝑰𝑁⨂𝑨 ∙ 𝑿(𝑡) − (𝓛 + 𝓟)⨂𝑩𝒌
𝑇 ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾). （3-75） 

引理 3-2[118] 给定 𝑷𝜀 为代数 Riccati 方程（3-67）的正定解，则有 

 lim
𝜀→0

𝑷𝜀 = 0. （3-76） 

定理 3-7：给定一个线性匀质队列，其动力学由式（3-75）描述。若信息流拓

扑结构满足定理 3-1 的条件。控制器增益 𝑘 选择为式（3-66）。缩放因子 𝛼 满足 

 𝛼 ≥
1

min
𝑖∈𝒩

(𝜆𝑖)
. （3-77） 

则，给定任何 𝛾∗ ≥ 0，存在 휀∗ > 0 ，当低增益因子满足 휀 ∈ (0, 휀∗] ，以及时延满足

使得 𝛾 ∈ (0, 𝛾∗] 时，队列（3-75）渐近稳定。 

证明：类似于定理 3-2 的证明，本定理的证明分为两步。 

首先，证明（3-75）的渐近稳定性等价于下面 N 个子系统渐近稳定 

 �̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝝃𝑖(𝑡) + 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 ∙ 𝝃𝑖(𝑡 − 𝛾), ∀𝑖 ∈ 𝒩. （3-78） 

注意到队列（3-75）可以表示为 

 �̇�(𝑡) = (𝑾⨂𝑰𝑁)(𝑰𝑁⨂𝑨)(𝑾
−1⨂𝑰𝑁) ∙ 𝑿(𝑡) （3-79） 
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−(𝑾⨂𝑰𝑁)(𝑱⊗ 𝑩𝒌𝑇)(𝑾−1⨂𝑰𝑁) ∙ 𝑿(𝑡 − 𝛾). 

式（3-79）已使用相似变换（3-13）。式（3-79）可以进一步写为 

 �̇�(𝑡) = (𝑰𝑁⨂𝑨) ∙ 𝛘(𝑡) − (𝑱 ⊗ 𝑩𝒌𝑇) ∙ 𝛘(𝑡 − 𝛾), （3-80） 

其中，𝛘 = [𝝃1
𝑇 , 𝝃2

𝑇 ,⋯ , 𝝃𝑁
𝑇 ] = (𝑾−1⨂𝑰𝑁) ∙ 𝑿。若有 

 lim
𝑡→∞

|𝝃𝑖(𝑡)| = 0, ∀𝑖 ∈ 𝒩, （3-81） 

同时 𝑿 = (𝑾⨂𝑰𝑁) ∙ 𝛘，则得到 

 lim
𝑡→∞

|𝒙𝑖(𝑡)| = 0, ∀𝑖 ∈ 𝒩, （3-82） 

这意味着队列达到渐近稳定。根据式（3-80）， 𝝃𝑖(𝑡) 的动力学满足如下方程： 

 �̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝝃𝑖(𝑡) + 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 ∙ 𝝃𝑖(𝑡 − 𝛾) + 𝛿𝑖𝑩𝒌

𝑇 ∙ 𝝃𝑖+1(𝑡 − 𝛾), （3-83） 

其中，𝛿𝑖, ∀𝑖 ∈ 𝒩 等于 1 或者 0，且 𝝃𝑁+1(𝑡) ≡ 0 。从而，式（3-83）的稳定性等价

于式（3-78）的稳定性。 

以上说明了队列（3-75）渐近稳定与式（3-78）渐近稳定等价。 

接下来，证明满足定理 3-2 的条件时，式（3-78）达到渐近稳定。 

根据定理 3-6 可知，式（3-77）成立时，𝑨 − 𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇 , ∀𝑖 ∈ 𝒩 均为 Hurwitz 矩

阵。从而由引理 B-4，只需证明给定 𝛾∗ ≥ 0，存在 휀∗ > 0，使得对于 휀 ∈ (0, 휀∗] 和

 𝛾 ∈ (0, 𝛾∗] ，下面的条件成立 

det[𝑗𝜔𝑰 − 𝑨 + 𝑒−𝑗𝜔𝛾𝜆𝑖𝑩𝒌
𝑇] = det[𝑗𝜔𝑰 − 𝑨 + 𝛼𝜆𝑖𝑒

−𝑗𝜔𝛾𝑩𝑩𝑇𝑷𝜀] ≠ 0,  

∀𝑖 ∈ 𝒩, ∀𝜔 ∈ ℝ, ∀𝛾 ∈ [0, 𝛾∗], 
（3-84） 

对于给定 𝛾∗ ≥ 0，存在 𝛿 > 0，使得 

 cos(𝜔𝛾) > 1 2⁄ , s.t. |𝜔| < 𝛿, 𝛾 ∈ (0, 𝛾∗], （3-85） 

下面，将式（3-84）的证明分为 |𝜔| < 𝛿 和 |𝜔| ≥ 𝛿 两种情况。 

情况 1. 若 |𝜔| < 𝛿，根据式（3-77）和（3-85），有 

 𝛼𝜆i cos(𝜔𝛾) >
1

2
, 𝛾 ∈ (0, 𝛾∗], ∀𝑖 ∈ 𝒩. （3-86） 

结合代数 Riccati 方程（3-67），有 

[𝑨 − 𝛼𝜆𝑖𝑒
−𝑗𝜔𝛾𝑩𝑩𝑇𝑷𝜀]

𝑇
𝑷𝜀 +𝑷𝜀[𝑨 − 𝛼𝜆𝑖𝑒

−𝑗𝜔𝛾𝑩𝑩𝑇𝑷𝜀] 

= (1 − 2𝜆𝑖𝛼 cos(𝜔𝛾))𝑷𝜀𝑩𝑩
𝑇𝑷𝜀 − 휀𝑰3 < 0, 

（3-87） 
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因此，𝑨 − 𝛼𝜆𝑖𝑒
−𝑗𝜔𝛾𝑩𝑩𝑇𝑷𝜀 为 Hurwitz 矩阵，即当 |𝜔| < 𝛿时式（3-84）成立。 

情况 2.验证式（3-84）在 |𝜔| ≥ 𝛿 也成立。根据矩阵 𝑨 的定义（3-1）和附录

中引理 A-5 有 

 |det(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨)| = 𝜔2√(𝜔2 +
1

𝜏2
) =∏𝜎𝑖(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨)

3

𝑖=1

. （3-88） 

 ‖𝑗𝜔𝑰 − 𝑨‖𝐹
2 = 3𝜔2 + 2 +

1

𝜏2
=∑𝜎𝑖

2(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨)

3

𝑖=1

. （3-89） 

结合式（3-88）和（3-89）可知 

 𝜎(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨) ≥
𝜔2√(𝜔2 +

1

𝜏2
)

3𝜔2 + 2 +
1

𝜏2

=
√(𝜔2 +

1

𝜏2
)

3 +
2

𝜔2
+

1

𝜔2𝜏2

. （3-90） 

其中，𝜎(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨) 表示最小奇异根。因此，存在常数 𝜇0 > 0，使得 

 𝜎(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨) ≥ 𝜇0,   𝑠. 𝑡. |𝜔| ≥ 𝛿. （3-91） 

给定 𝛼 和 𝛾 ∈ (0, 𝛾∗]，根据引理 3-2，有 

 lim
𝜀→0
(𝛼𝜆𝑖𝑒

−𝑗𝜔𝛾𝑷𝜀) = 0,   ∀𝑖 ∈ 𝒩. （3-92） 

所以，存在 휀∗ > 0 使得，当 휀 ∈ (0, 휀∗] 时，有 

 𝜎(𝛼𝜆𝑖𝑒
−𝑗𝜔𝛾𝑷𝜀) <

𝜇0
2
,    ∀𝑖 ∈ 𝒩. （3-93） 

其中，𝜎(𝛼𝜆𝑖𝑒
−𝑗𝜔𝛾𝑷𝜀) 表示最大奇异值。结合式（3-91）和（3-93），有 

 
𝜎(𝑗𝜔𝑰 − 𝑨 − 𝛼𝜆𝑖𝑒

−𝑗𝜔𝛾𝑷𝜀) ≥ 𝜇0 −
𝜇0
2
> 0, 

∀𝑖 ∈ 𝒩, 휀 ∈ (0, 휀∗], |𝜔| ≥ 𝛿. 

（3-94） 

因此，对于给定 𝛾∗ ≥ 0，存在 휀∗ > 0 ，使得对于任意 휀 ∈ (0, 휀∗] ，𝛾 ∈ (0, 𝛾∗]，

式（3-84）在 |𝜔| ≥ 𝛿 也成立。即说明在这些条件下，队列（3-75）渐近稳定。 

∎ 

评注 3-22. 对于无时延的车辆队列，保证渐近稳定性只需要缩放因子 𝛼 满足式

（3-68）；而对于存在时延一致的队列，还需要低增益因子 휀 足够小，这种方法被

一些研究成为低增益方法（low gain approach）[119][120]。 
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评注 3-23. 本定理的控制器设计方法中，有四个参数 𝛼, 𝛿, 𝜇0, 휀
∗ 需要顺序地进

行设计。首先，根据信息流拓扑结构的性质，按照式（3-77）确定缩放因子 𝛼 ；其

次，基于缩放因子 𝛼 和时延 𝛾∗确定 𝛿 ；进而确定出 𝜇0 ；最后，依据 𝛼, 𝛿, 𝜇0 确定 휀∗ 

的大小。 

3.5 数值仿真分析 

本节针对稳定区域分析、稳定裕度分析、改善稳定裕度的方法以及稳定控制

器设计四个方面，依次给出数值仿真结果。领航车辆的加减速行为可认为是队列

的一个扰动。 

在本节中，若未作特殊说明，均作如下假定：队列匀质，包括 11 辆车（1 个

领航车辆和 10 个跟随车辆）；车长设为 4 m ，期望车距设为 𝑑𝑖−1,𝑖 = 20 m ；初始

速度误差和位移误差均设为 0；领航车辆的行驶轨迹假定为 

 𝑣0 = {

20 m/s                𝑡 ≤ 5 s
20 + 2𝑡   m/s    5𝑠 <  𝑡 ≤ 10 s
30 m/s                 𝑡 > 10s

. （3-95） 

3.5.1 控制器参数稳定区域仿真 

针对图 1-3 中展示的六种典型信息流拓扑结构（PF，PLF，BD，BDL，TPF，

TPLF），表 3-1 给出相应矩阵 𝓛 + 𝓟 的特征根大小。所有特征根均为正实数，显然

与定理 3-1 的结论相符。 

表 3-1 不同信息流拓扑结构对应矩阵 𝓛 + 𝓟的特征根 

(a) PF (b) PLF (c) BD (d) BDL (e) TPF (f) TPLF 

1 1 0.0223 1.0000 1 1 

1 2 0.1981 1.0979 2 2 

1 2 0.5339 1.3820 2 3 

1 2 1.0000 1.8244 2 3 

1 2 1.5550 2.3820 2 3 

1 2 2.1495 3.0000 2 3 

1 2 2.7307 3.6180 2 3 

1 2 3.2470 4.1756 2 3 

1 2 3.6525 4.6180 2 3 

1 2 3.9111 4.9021 2 3 
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为了验证定理 3-2 中控制器稳定区域的结论，本节对两种工况进行仿真，即稳

定工况和不稳定工况，相应的控制器增益如表 3-2 所示。图 3-4 展示了工况 1 中，

不同信息流拓扑结构（图 1-3 中（a）~（f））下队列跟车误差的变化曲线。 

表 3-2 两种仿真工况 

增益 工况 1 工况 3 

𝜏 0.5 0.5 

𝑘𝑝 1 1 

𝑘𝑣 2 0.2 

𝑘𝑎 1 1 

定理 3-2 符合 不符合 

 

（a）PF                   （b）PLF                 （c）BD 

 

（d）BDL                  （e）TPF                 （f）TPFL 

图 3-4 当定理 3-2 成立时不同信息流拓扑结构下车辆队列的运动 
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注意到在图 3-4 中，PLF、BDL、TPLF 三种拓扑结构下，只有第一个跟随车

辆的跟车误差非零，而其他跟随车辆的跟车误差几乎为零。这三种拓扑结构下，

所有跟随车辆均直接被领航车辆牵引，且队列都假设无初始误差（包括速度、位

移）。在线性控制器（3-2）作用下，所有跟随车辆均有相似的动力学演变规律，所

以相邻车辆的跟车误差接近于零。另一方面，工况 2 中控制器增益不符合定理 3-2

的稳定区域，从而所有队列均不是闭环稳定。图 3-5 也展示出车辆队列运动过程中

状态发散（失稳）的现象。仿真结果与定理 3-2 的描述一致。 

 

（a）PF                   （b）PLF                 （c）BD 

 

（d）BDL                  （e）TPF                 （f）TPFL 

图 3-5 当定理 3-2 不成立时不同信息流拓扑结构下车辆队列的运动 

3.5.2 双向拓扑下稳定裕度仿真 

首先验证引理 3-1 的结论，图 3-6 展示多项式（3-21）三个根在不同参数 𝜆 下

的数值解。在这组参数下，即 𝑘𝑝 = 1, 𝑘𝑣 = 2, 𝑘𝑎 = 1, 𝜏 = 0.5，当 𝜆 趋向于零时，
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一个实特征根以 𝑂(𝜆) 趋向于 −1 𝜏⁄  ，而另外一对复根的实部同样以 𝑂(𝜆) 趋向于零。

这种数值解的现象显然符合引理 3-1 的结论。 

 

图 3-6 式（3-21）的三个根随参数 𝜆 的变化趋势，其中：𝑘1 = 1, 𝑘2 = 2, 𝑘3 = 1, 𝜏 = 0.5 

为验证定理 3-3 的结论，本文计算 BD 拓扑结构下，不同队列规模的

 𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) 的变化趋势，以及相应的上下界。计算结果如图 3-7 所示。 

 

图 3-7 对应于 BD 拓扑结构的𝜎min(𝓛BD +𝓟BD) 
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如图 3-7 所示，可以发现定理 3-3 中给出的上下界非常准确。图 3-8 展示不同

队列规模下，对应于 BDL 拓扑结构的 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) 和 𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) 的

变化趋势。显然，这一结果符合定理 3-3 对于 BDL 拓扑结构的叙述。 

 

图 3-8 对应于 BDL 拓扑结构的 𝜎min(𝓛BDL +𝓟BDL) 和𝜎2(𝓛BDL +𝓟BDL) 

3.5.3 稳定裕度的改进方法仿真 

本小节展示不同 UIF 拓扑结构下，队列的稳定裕度以及其瞬态性能。瞬态性

能指，领航车辆速度由一个稳态变到另外一个稳态时，在这个瞬态过程中跟随车

辆的跟车误差变化情况。根据文献[83]，本文中的瞬态性能主要由式（3-96）、式

（3-97）、及式（3-98）体现。 

本小节的控制器增益为 𝑘𝑝 = 1, 𝑘𝑣 = 2, 𝑘𝑎 = 1 。 

定义 3-4：全局瞬态性能指标（global transient performance index） 

 𝐸𝑔 = lim
𝑇→∞

1

𝑁
∑∫

1

2
(�̃�𝑖 − �̃�𝑖−1)

𝑇𝑹(�̃�𝑖 − �̃�𝑖−1)
𝑇

0

𝑁

𝑖=1

, （3-96） 

其中，𝑹 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝑘𝑝, 𝑘𝑣, 𝑘𝑎} 表示将控制增益作为权重因子。 

𝐸𝑔可以反映瞬态过程中全局的跟踪性能。同时，本节也定义局部瞬态性能指

标，该指标不考虑相对于领航车辆的跟踪误差，而只考虑跟随车辆之间的跟踪误

差。 

定义 3-5：局部瞬态性能指标（local transient performance index） 

10
0

10
1

10
2

10
3

10
-6

10
-4

10
-2

10
0

10
2

The number of vehicles:N

E
ig

e
n
v
a
lu

e

 

 

σ
min

(L
BDL

+P
BDL

)

σ
2
(L

BDL
+P

BDL
) - 1

Upper Bound:4π2/N2

Lower Bound:1/N2



第 3 章 线性匀质队列的闭环稳定性理论 

57 

 

 𝐸𝑙 = lim
𝑇→∞

1

𝑁 − 1
∑∫

1

2
(�̃�𝑖 − �̃�𝑖−1)

𝑇𝑹(�̃�𝑖 − �̃�𝑖−1)
𝑇

0

𝑁

𝑖=2

. （3-97） 

为了表征收敛速度，即跟踪误差衰减到足够小时所需的时间，本节还定义一

个收敛性能指标。 

定义 3-6：收敛性能指标（convergence performance index） 

 𝑇𝑐 = min
𝑇1
( max
𝑖={1,⋯,𝑁},𝑡>𝑇1

|휀𝑠,𝑖| < 𝛿). （3-98） 

其中，휀𝑠,𝑖 = 𝑝𝑖−1 − 𝑝𝑖 − 𝑑𝑖−1,𝑖。 

在数值仿真中，式（3-96）和式（3-97）中的参数 𝑇 需要设置的足够大，以使

得所有跟踪误差均已衰减（本节的仿真计算中，𝑇 = 2 × 103 s）。同时，式（3-98）

中 𝛿 设为 𝛿 = 0.1 m。 

3.5.3.1 信息流拓扑结构选取的仿真 

为了展示树的深度 𝑐 和局部通信范围 ℎ 对队列（3-38）稳定裕度的影响，将队

列规模固定为 𝑁 = 50。如图 3-9 所示，可以发现：决定稳定裕度变化趋势是树深

度 𝑐 ，而不是局部通信范围 ℎ。即使跟随车辆中的信息流拓扑结构为强连通（即，

本工况下 ℎ = 49），若没有足够的跟随车辆被领航车辆所牵引（即，小树深 𝑐 ），

那么稳定裕度依然会接近于零。这一仿真现象与定理 3-4 中的结论 2 相符。 

 

图 3-9 UIF 结构下不同树深度 𝑐 和局部通信范围 ℎ 时队列的稳定裕度 
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对于具有两种不同树深度的强连通 UIF 拓扑结构（一个树深为常值，即 𝑐 = 4 ；

另一个与队列规模同阶，即 𝑐 = 𝑁），为了展示不同性能指标随队列规模的变化趋

势，我们将队列规模 𝑁 从 4 逐渐增加到 50。如图 3-10 所示，在所有工况的瞬态过

程中，跟随车辆之间的跟踪性能（即图 3-10 中 𝐸𝑙  ）均非常好，局部性能指标均接

近于 0。实际上，在仿真中也发现在这类队列中，所有跟随车辆看起来像一个加长

的车辆，去跟踪领航车辆的轨迹；这意味着强连通的拓扑结构，可以很好的调节

跟随车辆之间的跟车误差。然而，如果只有第一辆车能够获取领航车辆的信息（即

树深 𝑐 = 𝑁），此时全局瞬态性能指标 𝐸𝑔 随队列规模变大而逐渐变差。在仿真中发

现，第一个跟随车辆的跟车误差随着队列规模增大而出现大震荡现象，且收敛速

度变慢；这意味着跟随车辆之间的信息流有利于调节局部的行为（有利于局部安

全性），但对队列的延展性（scalability）却没有促进作用。此时，若每四个跟随车

辆中就有一个能够获取领航车辆的信息（即树深为  𝑐 = 4），则这些性能指标

（ 𝐸𝑔, 𝐸𝑙 , 𝑇𝑐 ）都会显著变好。图 3-11 证实评注 3-15 中的叙述，即便能够获取领航

车辆状态信息的跟随车辆个数为 Ω(𝑁) = 𝑂(𝑁)，队列的稳定裕度依然会随其规模

的增大而衰减到零。图 3-10 和图 3-11 的仿真结构均表明，在 UIF 结构中保持一个

定常树深的性质，队列的可扩展性可以得到保证。 

 

（a）𝐸𝑔, 𝐸𝑙  的变化趋势             （b）𝑇𝑐  的变化趋势 

图 3-10 具有两种不同树深度的强连通 UIF 拓扑结构下，队列性能指标的变化趋势 
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图 3-11 具有两种不同树深度的强连通 UIF 拓扑结构下，队列的稳定裕度变化趋势 

3.5.3.2 非对称控制器设计的仿真 

如图 3-12 所示，BD 结构下，使用非对称控制器时，队列的稳定裕度确实一

直远离零点，且与队列规模无关；这一现象与定理 3-5 的结论相符。为了展示 BD

结构下，不同非对称度（即，𝜖 = 0, 0.2, 0.4, 0.6 ）对队列性能指标的影响，我们将

队列规模由 2 逐渐变到 30。如图 3-13 所示，对称控制下队列（即 𝜖 = 0 ）的收敛

时间，随着队列规模的增大而变长；而非对称控制下的队列，其收敛时间随队列

规模的增大上升很小。然而，在瞬态调整过程中，非对称控制也会使得跟车误差

出现较大的峰值现象，这不利于车辆的安全性。 

 

图 3-12 BD 结构下具有不同对称度的队列稳定裕度 

10 100 500
10

-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

The number of vehicles:N

S
ta

b
ili

ty
 M

a
rg

in
 

 

 

Ω(N)=N/2,Tree depth: c=2

Ω(N)=N/4,Tree depth: c=4

Ω(N)=N/2,Tree depth: c=N/2

Ω(N)=N/4,Tree depth: c=3N/4

10 100 500
10

-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

The number of vehicles:N

S
ta

b
ili

ty
 M

a
rg

in

 

 

ε=0

ε=0.2

ε=0.4

ε=0.6



第 3 章 线性匀质队列的闭环稳定性理论 

60 

 

 

（a）收敛速度           （b）瞬态过程的跟车误差峰值 

图 3-13 BD 结构下对称控制器和非对称控制器下的队列性能 

 

（a）𝜖 = 0（对称）             （b）𝜖 = 0.2 

 

（c）𝜖 = 0.4                     （d）𝜖 =  0.6 

图 3-14 BD 结构下对称控制器和非对称控制器下队列的跟车误差变化趋势  
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图 3-14 展示不同非对称度下车辆队列中跟车误差的变化情况。该仿真中假设

跟随车辆个数为 𝑁 = 30 。可以发现，非对称度有利于改善稳定性和提高收敛速度。

但是，非对称控制确实导致瞬态调整过程中跟车误差出现了较大的峰值，这对于

局部车辆安全是不好的，容易发生追尾事故。稳定裕度只是刻画了稳定性能，以

及对初始误差的衰减速度，并不能保证瞬态过程中的性能。即使非对称控制可以

使得稳定裕度远离零点，对于实际的系统而言，依然需要考虑瞬态的性能。如何

权衡这两种性能，还需要进一步的研究。 

3.5.4 稳定性控制器设计的仿真 

根据定理 3-6，当系统不存在时延，即 𝛾 = 0 时，缩放因子 𝛼 应该满足式（3-68），

低增益因子 휀 可以是任何正实数。表 3-3 展示控制器设计的参数，这些参数符合定

理 3-6 的要求。如图 3-15 所示，在所有六种典型信息流拓扑结构下，车辆队列的

运动均是稳定的。这与定理 3-6 相符。 

表 3-3 无时延时控制器设计的参数 

拓扑结构 𝜆min 𝛼 휀 

PF 1 0.5 1 

PLF 1 0.5 1 

BD 0.022 22.5 1 

BDL 1 0.5 1 

TPF 1 0.5 1 

TPLF 1 0.5 1 

根据定理 3-7，当系统存在时延，即 𝛾 > 0 时，需要顺序的设计四个参数（即

 𝛼, 𝛿, 𝜇0, 휀
∗），从而计算出稳定的控制器增益。仿真过程，假设时延为 𝛾 = 0.5 s。

表 3-4 展示了控制器设计的参数，这些参数符合定理 3-7 的要求。如图 3-16 所示，

在所有六种典型信息流拓扑结构下，队列系统的运动均是稳定的。这一仿真与定

理 3-7 的结果相符。 
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（a）PF                   （b）PLF                 （c）BD 

 

（d）BDL                  （e）TPF                 （f）TPFL 

图 3-15 无时延时不同信息流拓扑结构下车辆队列的运动 

表 3-4 时延一致控制器设计的参数 

拓扑结构 𝜆min 𝜆max 𝛼 𝛿 𝜇0 휀 

PF 1 1 1 2 0.63 6.1 × 10−4 

PLF 1 2 1 2 0.63 3.8 × 10−5 

BD 0.022 3.91 45 2 0.63 5.7 × 10−13 

BDL 1 4.90 1 2 0.63 1.2 × 10−6 

TPF 1 2 1 2 0.63 3.8 × 10−5 

TPLF 1 3 1 2 0.63 9.5 × 10−6 
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（a）PF                   （b）PLF                 （c）BD 

 

（d）BDL                  （e）TPF                 （f）TPFL 

图 3-16 时延一致时不同信息流拓扑结构下车辆队列的运动 

3.6 本章小结 

基于所提出的四元素建模构架，以线性匀质队列为对象，采用矩阵因子分解、

Routh–Hurwitz 稳定性判据、Rayleigh-Ritz 定理、Riccati 方程等技术分析了队列闭

环稳定性问题。依次讨论了线性控制器增益的稳定区域、双向结构下的稳定裕度、

改善稳定裕度的方法、基于子系统的稳定控制器增益设计。结论如下： 

（1）采用矩阵因子分解技术，线性匀质队列整体的闭环稳定性可以等价地转

化为多个小规模子系统的稳定性。从而，只需分析子系统的稳定性能，便可以得

到队列整体的稳定性能，这避免了直接分析高维矩阵的困难。 

（2）通过 Routh–Hurwitz 稳定性判据，解析地得到了一类信息流拓扑结构下

匀质队列线性控制器增益的稳定区域，信息流拓扑结构对稳定区域的影响体现在
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所对应 ℒ + 𝒫 矩阵特征根上。此外，对于 BD 结构下的车辆队列，其稳定裕度随队

列规模增加以 𝑂(1 𝑁2⁄ ) 速度衰减，而 BDL 结构下的队列稳定裕度与规模无关。 

（3）通过选择具有定常树深的无向信息流拓扑结构，或者采用非对称性控制，

均可得到队列无关的稳定裕度。但拓扑结构的选择会产生大量通信需求，而非对

称性控制则会在瞬态过程中出现大峰值现象，这之间的权衡需要进一步讨论。 

（4）针对局部子系统的 Riccati 方程求解，可以得到稳定的控制器增益，且计

算量仅和节点动力学维数相同，与队列规模无关。该方法不仅能保证无时延匀质

队列的闭环稳定性，在一定条件下也能保证时延一致下匀质队列的闭环稳定性。 
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第4章 线性匀质队列的鲁棒性能分析 

车辆队列中不可避免地会出现扰动和噪声，比如路面坡度和风阻的影响可视

为节点的一种扰动，传感器的测量误差可视为队列中的噪声。为此，本章研究有

限能量扰动工况下线性匀质队列的鲁棒性能，包括 1）队首扰动到队尾输出的增益

和 2）整体扰动到整体输出的增益。首先，建立扰动工况下的队列闭环动力学模型，

包括时域模型和频域模型；然后，分析相应传递函数的无穷范数，讨论单向级联

和双向拓扑结构下匀质队列的鲁棒性能；最后，仿真结果验证了理论分析的正确

性。 

4.1 扰动工况的队列动力学建模 

4.1.1 队列动力学的时域模型构建 

假设队列匀质，且队列构型为恒定距离型。队列中共有 𝑁 + 1 个车辆，其中

队首的领航车辆标号为 0，跟随车辆编号依次为 1~𝑁 。单个节点的状态向量为 𝒙𝑖 =

[𝑝𝑖, 𝑣𝑖 , 𝑎𝑖]
𝑇，分别表示第 𝑖 辆车的位移、速度和加速度。根据反馈线性化过程，节

点的动力学建模为 

 𝜏�̇�𝑖 + 𝑎𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑤𝑖. （4-1） 

其中， 𝑢𝑖  为控制输入， 𝑤𝑖 为外界干扰。本文假设干扰的能量有界（finite energy），

即 ‖𝑤𝑖(𝑡)‖𝐿2 = ∫ (𝑤𝑖(𝑡))
2
𝑑𝑡

+∞

0
< ∞。 

则单个节点的动力学描述为 

 

�̇�𝑖(𝑡) = 𝑨𝒙𝑖(𝑡) + 𝑩1𝑢𝑖(𝑡) + 𝑩2𝑤𝑖(𝑡) 

𝑨 = [

0 1 0
0 0 1

0 0 −
1

𝜏

] , 𝑩1 = [

0
0
1

𝜏

] , 𝑩2 = [

0
0
1

𝜏

]. 
（4-2） 

同样，采用有向图 𝒢𝑁 = {𝒱𝑁 , ℰ𝑁} 和增广有向图 𝒢𝑁+1 = {𝒱𝑁+1, ℰ𝑁+1} 描述信息

流拓扑结构；采用邻接矩阵 𝓐𝑁、拉普拉斯矩阵 𝓛 、和牵引矩阵 𝓟 刻画信息流拓

扑结构的性质。 

不考虑通信时延，假定控制器为线性匀质，则控制器的形式为 
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𝑢𝑖(𝑡) = −∑ [𝑘𝑝(𝑝𝑖(𝑡) − 𝑝𝑗(𝑡) − 𝑑𝑖,𝑗) + 𝑘𝑣 (𝑣𝑖(𝑡) − 𝑣𝑗(𝑡))

𝑗∈ 𝕀𝑖

+ 𝑘𝑎 (𝑎𝑖(𝑡) − 𝑎𝑗(𝑡))]. 

（4-3） 

根据第 2 章中四元素模型构建过程，可知线性匀质队列的闭环动力学方程为 

 �̇�(𝑡) = 𝑨𝑐 ∙ 𝑿(𝑡) + 𝑩 ∙ 𝑾, （4-4） 

其中， 𝑿 为队列的 𝑁 个跟随车辆的集总状态向量，其定义为式（2-41）；外界扰动

向量为 𝑾 = [𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑁]
𝑇 ∈ ℝ𝑁×1 ；𝑩 = 𝑰𝑁⊗𝑩2；𝐴𝐶为系统闭环特征矩阵 

 𝑨𝑐 = 𝑰𝑁⨂𝑨− (𝓛 + 𝓟)⨂𝑩1𝒌
𝑇 , （4-5） 

其中，𝒌 = [𝑘𝑝, 𝑘𝑣, 𝑘𝑎]
𝑇
为控制器增益。 

方便讨论，定义队列中输出为各个节点的位移偏差  𝒀 = [𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑁]
𝑇 ∈

ℝ𝑁×1，其中 𝑝𝑖 为相对于领航车辆的位移偏差，即 

 𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡) − 𝑝0(𝑡) − 𝑑0,𝑖, （4-6） 

有 

 𝒀 = 𝑪 ∙ 𝑿, （4-7） 

其中，𝑪 = 𝑰𝑁⊗𝑪1, 𝑪1 = [1,0,0]。 

4.1.2 队列动力学的频域模型构建 

式（4-4）给出扰动工况下队列的时域动力学描述。为方便地讨论扰动 𝑾 对队

列位移偏差 𝒀 的影响，本节进一步将式（4-4）转化到频域下的表达式。 

假设零初始状态，根据式（4-4），由扰动 𝑾 到位移偏差 𝒀 的传递函数为 

 𝐺(𝑠) =
ℒ(𝒀)

ℒ(𝑾)
= 𝑪(𝑠𝑰3𝑁 − 𝑨𝑐)

−1𝑩. （4-8） 

其中，ℒ(𝒀) 为变量 𝒀 的拉普拉斯变换， 𝑠 为复变量。式（4-8）中的逆矩阵并不容

易直接计算，下面进一步推导 𝐺(𝑠) 的表达。 

对式（4-4）取拉普拉斯变换有 

𝑠ℒ(𝑿) = {𝑰𝑁⊗𝑨− (𝓛 + 𝓟)⊗𝑩1𝒌
𝑇} ∙ ℒ(𝑿) + 𝑰𝑁⊗𝑩2 ∙ ℒ(𝑾). （4-9） 

整理得到 

{𝑰𝑁⊗ (𝑰3𝑠 − 𝑨) + (𝓛 + 𝓟)⊗𝑩1𝒌
𝑇} ∙ ℒ(𝑿) = 𝑰𝑁⊗𝑩2 ∙ ℒ(𝑾). （4-10） 

易知， 



第 4 章 线性匀质队列的鲁棒性能分析 

67 

 

 ℒ(𝑿) = 𝑰𝑁⊗𝑩3 ∙ ℒ(𝒀). （4-11） 

其中，𝑩3 = [1, 𝑠, 𝑠
2]𝑇。将式（4-11）代入（4-10）中，同时考虑 Kronecker 积的性

质，得到 

{𝑰𝑁⊗ [(𝑰3𝑠 − 𝑨)𝑩3] + (𝓛 + 𝓟)⊗ (𝑩𝒌𝑇𝑩3)} ∙ ℒ(𝒀) = 𝑰𝑁⊗𝑩2 ∙

ℒ(𝑾). 
（4-12） 

即 

{𝑰𝑁⊗ [

0
0

𝑠3 +
1

𝜏
𝑠2
] + (𝓛 + 𝓟)⊗ [

0
0

1

𝜏
(𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠

2)
]} ∙ ℒ(𝒀) =

𝑰𝑁⊗ [

0
0
1

𝜏

] ∙ ℒ(𝑾). 

（4-13） 

所以， 

[𝑰𝑁⊗ (𝜏𝑠3 + 𝑠2) + (𝓛 + 𝓟)⊗ (𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2)] ∙ ℒ(𝒀) = ℒ(𝑾). （4-14） 

从而，得到 

𝐺(𝑠) =
ℒ(𝒀)

ℒ(𝑾)
= [𝑰𝑁⊗ (𝜏𝑠3 + 𝑠2) + (𝓛 + 𝓟)⊗ (𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠

2)]
−1
. （4-15） 

式（4-15）即为频域下，扰动 𝑾 到位移偏差 𝒀 的传递函数。 

4.1.3 鲁棒性能指标定义 

本章讨论在有限能量干扰 𝑾 对队列位移偏差 𝑌 的影响。主要讨论两种工况， 

1）作用在第一个节点处的扰动 𝑤1，对最后一个节点位移偏差 𝑝𝑁 的影响； 

2）作用在所有节点处的扰动 𝑾 = [𝑤1, 𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑁]
𝑇 ，对所有节点位移偏差 𝒀 =

[𝑝1, 𝑝2, ⋯ , 𝑝𝑁]
𝑇的影响。 

对应于上述两种工况，定义如下两个性能指标[83]： 

定义 4-1：首车扰动到末车位移偏差输出的增益因子（first-to-last amplification 

factor），定义为 

 𝐴𝐹𝑓2𝑙 = sup
‖𝑝𝑁‖ℒ2
‖𝑤1‖ℒ2

. （4-16） 

扰动向量 𝑾 对位移偏差 𝒀 输出的增益因子（all-to-all amplification factor），定义为 
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 𝐴𝐹𝑎2𝑎 = sup
‖𝒀‖ℒ2
‖𝑾‖ℒ2

. （4-17） 

式（4-16）和（4-17）体现了车辆队列对有限能量扰动的抑制效果。根据附录

中 B.1 函数范数，上述两式可通过相应传递函数的 ℋ∞范数进行计算，即 

𝐴𝐹𝑓2𝑙 = ‖𝐺𝑓2𝑙(𝑠)‖ℋ∞
= sup

𝜔
|𝐺𝑓2𝑙(𝑗𝜔)|. （4-18） 

𝐴𝐹𝑎2𝑎 = ‖𝐺(𝑠)‖ℋ∞ = sup
𝜔
[𝜎max(𝐺(𝑗𝜔))] . （4-19） 

其中， 𝐺𝑓2𝑙(𝑠) 为扰动 𝑤1 到 𝑝𝑁 的传递函数。 

理论上而言，对于任意信息流拓扑结构，若都能解析地分析式（4-18）和（4-19），

则均可以解析地讨论本章定义的鲁棒性能指标。然而，在一般信息流拓扑结构下，

难以解析地分析式（4-18）和（4-19）。下面针对常见的拓扑结构，即单向级联和

双向拓扑结构，分析式（4-18）和（4-19）的大小。 

4.2 单向级联拓扑结构下队列的鲁棒性能分析 

如图 4-1 所示，本节针对单向级联拓扑结构下的车辆队列，讨论鲁棒性能式

（4-18）和式（4-19）的变化趋势。 

01N-2N N-1

...
 

（a）前车跟随式拓扑结构 

01N-2N N-1

...
 

（b）领航者-前车跟随式拓扑结构 

图 4-1 单向级联结构 

4.2.1 前车跟随式结构 

前车跟随式（predecessor-following，PF）结构中，单个跟随车辆只能获取前

方一辆车的状态信息。根据第 2 章的描述，可知 
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 𝓛PF +𝓟PF = [

1
−1 1

⋱ ⋱
−1 1

]. （4-20） 

其中，𝓛PF, 𝓟PF分别为对应于 PF 结构的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵。所以， 

 [𝐺PF(𝑠)]
−1 =

[
 
 
 
𝑎(𝑠)

−𝑏(𝑠) 𝑎(𝑠)

⋱ ⋱
−𝑏(𝑠) 𝑎(𝑠)]

 
 
 

. （4-21） 

其中，𝑎(𝑠) = 𝜏𝑠3 + (1 + 𝑘𝑎)𝑠
2 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑝, 𝑏(𝑠) = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠

2。所以，对于

PF 结构下的队列，可以解析得到扰动 𝑾 到位移偏差输出 𝒀 的传递函数，如下 

 𝐺PF(𝑠) =

[
 
 
 
 
 
 
 

1

𝑎(𝑠)
𝑏(𝑠)

𝑎2(𝑠)

1

𝑎(𝑠)

⋮ ⋱ ⋱
𝑏𝑁−1(𝑠)

𝑎𝑁(𝑠)
⋯

𝑏(𝑠)

𝑎2(𝑠)

1

𝑎(𝑠)]
 
 
 
 
 
 
 

. （4-22） 

记 

 

𝑀(𝑠) =
1

𝑎(𝑠)
=

1

𝜏𝑠3 + (1 + 𝑘𝑎)𝑠2 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑝
, 

 𝑇(𝑠) =
𝑏(𝑠)

𝑎(𝑠)
=

𝑘𝑎𝑠
2 + 𝑘𝑣𝑠+𝑘𝑝

𝜏𝑠3 + (1 + 𝑘𝑎)𝑠2 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑝
. 

（4-23） 

则式（4-22）可以写为 

𝐺PF(𝑠) = [

𝑀(𝑠)

𝑀(𝑠)𝑇(𝑠) 𝑀(𝑠)

⋮ ⋱ ⋱
𝑀(𝑠)𝑇𝑁−1(𝑠) ⋯ 𝑀(𝑠)𝑇(𝑠) 𝑀(𝑠)

]. （4-24） 

从而，任意扰动 𝑤𝑗(𝑡) 到任意车辆位移偏差输出 𝑝𝑖(𝑡) 的传递函数为 

 𝑔𝑖𝑗(𝑠) = {
𝑀(𝑠)𝑇𝑖−𝑗(𝑠),      𝑖 ≥ 𝑗
0,                           𝑖 < 𝑗

. （4-25） 

式（4-25）反映了后车的扰动 𝑤𝑗(𝑡) 到前车位移偏差输出 𝑝𝑖(𝑡)（𝑗 > 𝑖）没有影

响，原因在于 PF 结构下的信息流是单向且向后传递。特殊地，第一个节点输入扰

动 𝑤1(𝑡) 对最后一个节点位移偏差 𝑝𝑁(𝑡) 的传递函数为 
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 𝐺𝑓2𝑙(𝑠) = 𝑔𝑁1(𝑠) = 𝑀(𝑠)𝑇
𝑁−1(𝑠). （4-26） 

下面的定理给出了 PF 结构队列的增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎随规模的变化趋势。 

定理 4-1：给定扰动工况下的匀质队列，其动力学由式（4-4）描述，控制增

益满足式（3-12）。则增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  满足 

 𝛽1𝛼
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑓2𝑙 ≤ 𝛽2𝛼

𝑁−1, （4-27） 

 𝛽1𝛼
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑎2𝑎 ≤

𝛽2(𝛼
𝑁 − 1)

𝛼 − 1
. （4-28） 

其中，𝛼 = |𝑇(𝑗𝜔𝑇)| > 1，𝛽1 = |𝑀(𝑗𝜔𝑇)|，𝛽2 = |𝑀(𝑗𝜔𝑀)|，𝜔𝑇 和 𝜔𝑀 分别为传递

函数 𝑇(𝑠),𝑀(𝑠) 的峰值频率。 

证明：首先，证明满足式（3-12）情况下， ∀ 𝑘𝑝, 𝑘𝑣, 𝑘𝑎， ∃𝜔0 > 0，当 𝑠 = 𝑗ω0

时，|𝑇(𝑗𝜔0)| > 1。根据式（4-23）知 

 |𝑇(𝑗𝜔)|2 =
(𝑘𝑝 − 𝑘𝑎𝜔

2)
2
+ (𝑘𝑣𝜔)

2

[𝑘𝑝 − (1 + 𝑘𝑎)𝜔2]
2
+ (𝑘𝑣𝜔 − 𝜏𝜔3)2

=
𝜙

𝜓
. （4-29） 

其中， 

𝜙 = 𝑘𝑎
2𝜔4 + (𝑘𝑣

2 − 2𝑘𝑝𝑘𝑎)𝜔
2 + 𝑘𝑝

2, 

𝜓 = 𝜏2𝜔6 + [(1 + 𝑘𝑎)
2 − 2𝜏𝑘𝑣]𝜔

4 + [𝑘𝑣
2 − 2(1 + 𝑘𝑎)𝑘𝑝]𝜔

2 + 𝑘𝑝
2. 

（4-30） 

所以有 

𝜓 − 𝜙 = 𝜏2𝜔6 + [(1 + 𝑘𝑎)
2 − 2𝜏𝑘𝑣]𝜔

4 + [𝑘𝑣
2 − 2(1 + 𝑘𝑎)𝑘𝑝]𝜔

2 + 𝑘𝑝
2

− [𝑘𝑎
2𝜔4 + (𝑘𝑣

2 − 2𝑘𝑝𝑘𝑎)𝜔
2 + 𝑘𝑝

2] 

 = 𝜏2𝜔6 + (2𝑘𝑎 − 2𝜏𝑘𝑣 + 1)𝜔
4 − 2𝑘𝑝𝜔

2. 

（4-31） 

根据式（4-31），且 2𝑘𝑝 > 0，故 ∃ 𝜔0 > 0，有𝜓 − 𝜙 < 0，此时 |𝑇(𝑗𝜔0)|
2 > 1。

即说明，任意给定满足式（3-12）的控制器增益，均有 

 𝛼 = |𝑇(𝑗𝜔𝑇)| > 1, （4-32） 

其中，𝜔𝑇 为 𝑇(𝑠) 的峰值频率。设 𝜔𝑀 为 𝑀(𝑠) 的峰值频率，记 𝛽1 = |𝑀(𝑗𝜔𝑇)|， 𝛽2 =

|𝑀(𝑗𝜔𝑀)|，则有 

 𝛽1𝛼
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑓2𝑙 = ‖𝑀(𝑠)𝑇

𝑁−1(𝑠)‖ℋ∞ ≤ 𝛽2𝛼
𝑁−1. （4-33） 

接下来，证明式（4-28）成立。根据式（4-19），根据矩阵最大奇异值定义， 
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 𝐴𝐹𝑎2𝑎 = sup
𝜔
[𝜎max(𝐺PF(𝑗𝜔))] = sup

𝜔
√𝜌(𝐺PF

∗ (𝑗𝜔)𝐺PF(𝑗𝜔)). （4-34） 

此外，根据附录中引理 A-6，对于任意的矩阵 𝑨 ，其谱半径 𝜌(𝑨) ≤ ‖𝑨‖1，其

中 ‖𝑨‖1 为矩阵诱导 𝐿1 范数。同时，注意到 ‖𝑨∗‖1 = ‖𝑨‖∞，所以有 

𝐴𝐹𝑎2𝑎 = sup
𝜔
√𝜌(𝐺PF

∗ (𝑗𝜔)𝐺PF(𝑗𝜔)) ≤ sup
𝜔
√‖𝐺PF

∗ (𝑗𝜔)𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 

≤ sup
𝜔
√‖𝐺PF

∗ (𝑗𝜔)‖1‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 

= sup
𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖∞‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 

≤ sup
𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖∞ sup

𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1. 

（4-35） 

根据矩阵诱导范数的定义，结合式（4-24）有 

 ‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 = max
1≤𝑗≤𝑛

∑|(𝐺PF)𝑖𝑗(𝑗𝜔)| =

𝑛

𝑖=1

∑|𝑀(𝑗𝜔)𝑇𝑖−1(𝑗𝜔)|

𝑛

𝑖=1

. （4-36） 

且易知 

 sup
𝜔
|𝑀(𝑗𝜔)𝑇𝑖−1(𝑗𝜔)| ≤ sup

𝜔
|𝑀(𝑗𝜔)| ∙ sup

𝜔
|𝑇𝑖−1(𝑗𝜔)| ≤ 𝛽2𝛼

𝑖−1. （4-37） 

所以 

 

sup
𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 = sup

𝜔
∑|𝑀(𝑗𝜔)||𝑇𝑖−1(𝑗𝜔)|

𝑛

𝑖=1

 

 ≤ ∑𝛽2𝛼
𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= 𝛽2
𝛼𝑁 − 1

𝛼 − 1
. 

（4-38） 

同理，可计算出 

 sup
𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖∞  ≤ 𝛽2

𝛼𝑁 − 1

𝛼 − 1
. （4-39） 

根据式（4-35）可知 

 𝐴𝐹𝑎2𝑎 ≤ sup
𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖∞ sup

𝜔
√‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖1 ≤ 𝛽2

𝛼𝑁 − 1

𝛼 − 1
. （4-40） 

根据附录引理 A-6，有  
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𝐴𝐹𝑎2𝑎 = sup
𝜔
‖𝐺PF(𝑗𝜔)‖2 ≥ sup

𝜔
( max
1≤𝑖≤𝑚,1≤𝑗≤𝑛

|(𝐺PF)𝑖𝑗(𝑗𝜔)|) 

≥ sup
𝜔
(|𝑔𝑁1(𝑗𝜔)|) ≥ 𝛽1𝛼

𝑁−1. 

（4-41） 

结合式（4-40）和（4-41），得到 

 𝛽1𝛼
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑎2𝑎 ≤

𝛽2(𝛼
𝑁 − 1)

𝛼 − 1
. （4-42） 

∎ 

4.2.2 领航者-前车跟随式结构 

领航者-前车跟随式（predecessor-leader following，PLF）结构中，单个跟随车

辆能获取前方一辆车以及领航车辆的状态信息。根据第 2 章的描述，可知 

 𝓛PLF +𝓟PLF = [

1
−1 2

⋱ ⋱
−1 2

]. （4-43） 

其中，𝓛PLF, 𝓟PLF分别为对应于 PLF 结构的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵。根据上一小

节的推导，在 PLF 结构下，扰动 𝑾 到位移偏差输出 𝒀 的传递函数为 

𝐺PLF(𝑠) =

[
 
 
 
 
𝑀
𝑀𝑇1 𝑀1
𝑀𝑇1

2 𝑀1𝑇1 𝑀1
⋮ ⋮ ⋱ ⋱

𝑀𝑇1
𝑁−1 𝑀1𝑇1

𝑁−2 ⋯ 𝑀1𝑇1 𝑀1]
 
 
 
 

. （4-44） 

其中： 

 

𝑀1(𝑠) =
1

𝜏𝑠3 + (1 + 2𝑘𝑎)𝑠2 + 2𝑘𝑣𝑠 + 2𝑘𝑝
, 

 𝑇1(𝑠) =
𝑘𝑎𝑠

2 + 𝑘𝑣𝑠+𝑘𝑝

𝜏𝑠3 + (1 + 2𝑘𝑎)𝑠2 + 2𝑘𝑣𝑠 + 2𝑘𝑝
. 

（4-45） 

定理 4-2：给定存在扰动下的匀质队列，其动力学由式（4-4）描述，控制增

益满足式（3-12），且满足 

 {
3𝑘𝑎

2 + 4𝑘𝑎 − 4𝜏𝑘𝑣 + 1 ≥ 0

3𝑘𝑣
2 − 6𝑘𝑝𝑘𝑎 − 8𝑘𝑝 ≥ 0

 （4-46） 

则增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  满足 
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 𝛾1𝛼1
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑓2𝑙 ≤ 𝛽2𝛼1

𝑁−1, （4-47） 

 𝛾2 ≤ 𝐴𝐹𝑎2𝑎 ≤ 𝛾2
𝛼1
𝑁 − 1

𝛼1 − 1
. （4-48） 

其中，𝛼1 = |𝑇1(𝑗𝜔𝑇1)| < 1，𝛾1 = |𝑀(𝑗𝜔𝑇1)|，𝜔𝑇1 为传递函数 𝑇1(𝑠) 的峰值频率，

𝜔𝑀1 为传递函数 𝑀1(𝑠) 的峰值频率，取 𝛾2 = max{|𝑀(𝑗𝜔𝑀)|, |𝑀1(𝑗𝜔𝑀1)|}。 

证明：首先，证明满足式（4-46）时，‖𝑇1(𝑠)‖ℋ∞ < 1。根据式（4-45）知 

 |𝑇1(𝑗𝜔)|
2 =

(𝑘𝑝 − 𝑘𝑎𝜔
2)
2
+ (𝑘𝑣𝜔)

2

[2𝑘𝑝 − (1 + 2𝑘𝑎)𝜔2]
2
+ (2𝑘𝑣𝜔 − 𝜏𝜔3)2

=
𝜙1
𝜓1
. （4-49） 

其中， 

𝜙1 = 𝑘𝑎
2𝜔4 + (𝑘𝑣

2 − 2𝑘𝑝𝑘𝑎)𝜔
2 + 𝑘𝑝

2, 

𝜓1 = 𝜏
2𝜔6 + [(1 + 2𝑘𝑎)

2 − 4𝜏𝑘𝑣]𝜔
4 + 4[𝑘𝑣

2 − (1 + 2𝑘𝑎)𝑘𝑝]𝜔
2 + 4𝑘𝑝

2 

（4-50） 

所以有 

𝜓1 − 𝜙1 = 𝜏
2𝜔6 + [(1 + 2𝑘𝑎)

2 − 4𝜏𝑘𝑣]𝜔
4 + 4[𝑘𝑣

2 − 2(1 + 𝑘𝑎)𝑘𝑝]𝜔
2

+ 4𝑘𝑝
2 − [𝑘𝑎

2𝜔4 + (𝑘𝑣
2 − 2𝑘𝑝𝑘𝑎)𝜔

2 + 𝑘𝑝
2] 

     = 𝜏2𝜔6 + (3𝑘𝑎
2 + 4𝑘𝑎 − 4𝜏𝑘𝑣 + 1)𝜔

4

+ (3𝑘𝑣
2 − 6𝑘𝑝𝑘𝑎 − 8𝑘𝑝)𝜔

2 + 3𝑘𝑝
2 

（4-51） 

根据式（4-51），当控制器增益满足式（4-46）时，∀𝜔,𝜓1 − 𝜙1 > 0，所以

 |𝑇1(𝑗𝜔)| < 1，即 ‖𝑇1(𝑠)‖ℋ∞ < 1。所以 

 𝛼1 = |𝑇1(𝑗𝜔𝑇1)| < 1, （4-52） 

其中，𝜔𝑇1 为 𝑇1(𝑠) 的峰值频率。记 𝛾1 = |𝑀(𝑗𝜔𝑇1)|，则 

 𝛾1𝛼1
𝑁−1 ≤ 𝐴𝐹𝑓2𝑙 = ‖𝑀(𝑠)𝑇1

𝑁−1(𝑠)‖ℋ∞ ≤ 𝛽2𝛼1
𝑁−1. （4-53） 

类似于式（4-35）的分析，有 

𝐴𝐹𝑎2𝑎 ≤ sup
𝜔
√‖𝐺PLF(𝑗𝜔)‖∞ sup

𝜔
√‖𝐺PLF(𝑗𝜔)‖1. （4-54） 

记 𝜔𝑀1 为传递函数 𝑀1(𝑠) 的峰值频率，取 

 𝛾2 = max{|𝑀(𝑗𝜔𝑀)|, |𝑀1(𝑗𝜔𝑀1)|}. （4-55） 
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不难验证，有 

 

sup
𝜔
√‖𝐺PLF(𝑗𝜔)‖1  ≤ ∑𝛾2𝛼1

𝑖−1

𝑛

𝑖=1

= 𝛾2
𝛼1
𝑁 − 1

𝛼1 − 1
. 

sup
𝜔
√‖𝐺PLF(𝑗𝜔)‖∞  ≤ 𝛾2

𝛼1
𝑁 − 1

𝛼1 − 1
. 

（4-56） 

根据附录引理 A-6，有  

 
𝐴𝐹𝑎2𝑎 = sup

𝜔
‖𝐺PLF(𝑗𝜔)‖2 ≥ sup

𝜔
( max
1≤𝑖≤𝑚,1≤𝑗≤𝑛

|(𝐺PF)𝑖𝑗(𝑗𝜔)|) 

≥ 𝛾2. 

（4-57） 

所以，可知 

 𝛾2 ≤ 𝐴𝐹𝑎2𝑎  ≤ 𝛾2
𝛼1
𝑁 − 1

𝛼1 − 1
. （4-58） 

∎ 

评注 4-1. 根据定理 4-1，在 PF 结构下，队列的鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙 和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  均随

规模增加呈指数增长。这种特性与控制器增益的选择无关，是 PF 结构的一种固有

缺陷。该现象与 Seiler 等研究结果相符，Seiler 等指出 PF 结构匀质队列，利用相

对距离误差的任意线性控制器均不能达到队列稳定[85]。而定理 4-1 进一步指出，

即使利用相对速度以及加速度信息的线性控制器，这一性能指标也不能满足。 

评注 4-2. 定理 4-1 中的指数增长的界与 Hao 等的研究一致。但 Hao 等采用双

积分器作为车辆节点的模型，忽略了车辆动力系统中的时滞[83]，从而本文的结果

能够更精确地指出实际车辆队列鲁棒性能指标的变化。 

评注 4-3. 根据定理 4-2，当队列中的领航车辆将其状态信息广播给所有跟随

车辆，形成 PLF 结构时，则𝐴𝐹𝑓2𝑙   均随规模增大呈指数衰减，𝐴𝐹𝑎2𝑎  与规模无关。

这表明领航车辆信息不仅有利于提高稳定裕度，也有利于改善鲁棒性能。 

评注 4-4. 根据定理 4-2 中式（4-46），对于 PLF 结构下，给定的控制器增益，

要想保证性能指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  不发散，一个充分条件是时滞常数满足一个上界 

 𝜏 ≤
3𝑘𝑎

2 + 4𝑘𝑎 + 1

4𝑘𝑣
. （4-59） 
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4.3 双向拓扑结构下队列的鲁棒性能分析 

01N-2N N-1

...
 

图 4-2 双向跟随式拓扑结构 

如图 4-2 所示，本节针对双向跟随式（bidirectional，BD）结构下的匀质队列，

讨论鲁棒指标的变化趋势。在 BD 结构中，单个车辆能获取其前车与后车的状态信

息，所以有 

 𝓛BD +𝓟BD = [

2 −1
−1 2 −1

⋱ ⋱ −1
−1 1

]. （4-60） 

其中，𝓛BD, 𝓟BD分别为对应于 BD 结构的拉普拉斯矩阵和牵引矩阵。由于 𝓛BD +

𝓟BD 为对称矩阵，从而存在正交矩阵 𝑽 = [𝑣1, 𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑁] ∈ ℝ
𝑁×𝑁, 𝑽𝑽𝑇 = 𝑰𝑁，使得 

 𝑽𝑇(𝓛BD +𝓟BD)𝑽 = 𝜦 =

[
 
 
 
𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑁]
 
 
 
. （4-61） 

其中，𝜆𝑖 为矩阵 𝓛BD +𝓟BD 的特征根。 

式（4-61）也可表示为 𝓛BD +𝓟BD = 𝑽𝜦𝑽
𝑇，所以，对于 BD 结构下，扰动 𝑾 

到位移偏差 𝒀 的传递函数为 

𝐺BD(𝑠) = [𝑰𝑁⊗ (𝜏𝑠3 + 𝑠2) + (𝓛BD +𝓟BD) ⊗ (𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2)]

−1
 

 =  [𝑽𝑽𝑇(𝜏𝑠3 + 𝑠2) + 𝑽𝜦𝑽𝑇(𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2)]

−1
 

= {𝑽[(𝜏𝑠3 + 𝑠2) + 𝜦(𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2)]𝑽𝑇}

−1
 

= 𝑽𝑇[(𝜏𝑠3 + 𝑠2) + 𝜦(𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2)]

−1
𝑽 

（4-62） 

即， 

 𝐺BD(𝑠) = 𝑽
𝑇

[
 
 
 
𝐺1(𝑠)

𝐺2(𝑠)

⋱
𝐺𝑁(𝑠)]

 
 
 
𝑽. （4-63） 



第 4 章 线性匀质队列的鲁棒性能分析 

76 

 

其中， 

𝐺𝑖(𝑠) =
1

𝜏𝑠3 + (1 + 𝜆𝑖𝑘𝑎)𝑠2 + 𝜆𝑖𝑘𝑣𝑠 + 𝜆𝑖𝑘𝑝
, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑁. 

下面的定理给出 BD 结构下，匀质队列的增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随规模的变化趋势。 

定理 4-3：给定存在扰动下的匀质队列，其动力学由式（4-4）描述，控制增

益满足式（3-12），则增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随队列规模至少呈 𝑂(𝑁2) 增长。 

证明：根据式（4-19），有 

 

𝐴𝐹𝑎2𝑎 = ‖𝐺BD‖ℋ∞ = sup
𝜔
√𝜌(𝐺BD

∗ (𝑗𝜔)𝐺BD(𝑗𝜔)) 

 = sup
𝜔
max
𝑖
√[𝐺𝑖

∗(𝑗𝜔)𝐺𝑖(𝑗𝜔)] 

 = max
𝑖
sup
𝜔
√[𝐺𝑖

∗(𝑗𝜔)𝐺𝑖(𝑗𝜔)] 

 = max
𝑖
 ‖𝐺𝑖‖ℋ∞  

（4-64） 

下面，对 ‖𝐺𝑖‖ℋ∞  进行分析， 

 ‖𝐺𝑖‖ℋ∞ = sup
𝜔
√

1

(𝜆𝑖𝑘𝑣𝜔 − 𝜏𝜔3)2 + [𝜆𝑖𝑘𝑝 − (1 + 𝜆𝑖𝑘𝑎)𝜔2]
2 

= sup
𝜔
√

1

𝜏2𝜔6 + [(1 + 𝜆𝑖𝑘𝑎)2 − 2𝜆𝑖𝑘𝑣𝜏]𝜔4 + [(𝜆𝑖𝑘𝑣)2 − 2𝜆𝑖𝑘𝑝(1 + 𝜆𝑖𝑘𝑎)]𝜔2 + (𝜆𝑖𝑘𝑝)
2

≥
1

𝜆𝑖𝑘𝑝
 

从而有 

 𝐴𝐹𝑎2𝑎 = ‖𝐺BD‖ℋ∞ ≥
1

𝜆min𝑘𝑝
. （4-65） 

根据式（3-34）， 

 
1

𝑁2
≤ 𝜆min ≤

𝜋2

𝑁2
. （4-66） 

所以， 

 𝐴𝐹𝑎2𝑎 = ‖𝐺BD‖ℋ∞ ≥
𝑁2

𝜋2𝑘𝑝
. （4-67） 

即说明，增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随队列规模至少呈 𝑂(𝑁2) 增长。 

∎ 
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评注 4-5. 在 BD 结构下，采用线性控制器，队列的鲁棒指标 𝐴𝐹𝑎2𝑎  同样会随

规模增长而逐渐发散。但这种发散的速度相较于 PF 结构已经有了很大的改进。一

种直观解释是，PF 结构下误差是单向累计传播的，故而呈指数增长；而 BD 结构

下，误差可以双向传递，互相抵消了一部分，故而误差增长速度降低。 

评注 4-6. Seiler 等指出 BD 结构下，采用线性控制器时，队列稳定性指标会发

散[85]；而定理 4-3 给出了这一发散速度的下界。 

评注 4-7. 注意到当队列中节点采用双积分器描述时，增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随队列

规模增长的速度可以进一步精确刻画为 𝑂(𝑁3) [83]。 

评注 4-8. 定理 4-3 并没有给出增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  的变化趋势。根据式（4-63）可

知扰动 𝑤1 到位移偏差输出 �̃�𝑁 的传递函数为： 

 [𝐺𝐵𝐷]𝑁1 =∑𝑣𝑁𝑖𝑣1𝑖𝐺𝑖(𝑠)

𝑁

𝑖=1

. （4-68） 

在三阶动力学模型下解析求解这一传递函数的无穷范数比较困难。当采用双

积分器模型描述时，增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙的速度可以刻画为 𝑂(𝑁)[83]。 

评注 4-9. 根据定理 4-3 的分析，结合定理 3-3 中对 BDL 结构的叙述，容易知

道 BDL 结构下，队列的鲁棒增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  与队列规模无关。 

评注 4-10. Herman 等指出在 BD 结构下，扰动 𝑤1 到位移偏差输出 �̃�𝑁 的传递

函数式（4-68）可以写成乘积的形式[107][108]： 

 [𝐺𝐵𝐷]𝑁1 =
𝜆1

(𝑎 + 𝜆1𝑏)
∏

𝜆𝑖𝑏

𝑎 + 𝜆𝑖𝑏

𝑁

𝑖=2

. （4-69） 

其中 𝑎 = 𝜏𝑠3 + 𝑠2, 𝑏 = 𝑘𝑝 + 𝑘𝑣𝑠 + 𝑘𝑎𝑠
2，𝜆𝑖 为矩阵 ℒBD + 𝒫BD 的特征根。对于 BD

结构下非对称控制的匀质队列，式（4-69）同样成立。Herman 等指出采用非对称

控制， 𝜆𝑖 不趋向零且存在一个下界，这导致增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  随队列规模呈指数增

长[107][108]。而第三章指出，非对称控制可以得到与队列规模无关的稳定裕度。这说

明对于非对称控制，存在稳定裕度和鲁棒指标的权衡取舍问题。 

4.4 数值仿真分析 

本节给出数值仿真结果，以验证前文针对 PF、PLF、BD 拓扑结构下增益因子

的分析。本节所有仿真中，车辆节点时滞常数为 𝜏 = 0.5 s，控制器增益为 𝑘𝑝 =

1, 𝑘𝑣 = 2, 𝑘𝑎 = 0.5 。容易验证，这组参数符合上述定理的要求。 
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4.4.1 单向级联结构的仿真 

为验证定理 4-1 的结论，本文数值地计算了 PF 结构队列，在不同规模下的增

益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  变化趋势，以及相应上下界。如图 4-3 所示，可以发现 𝐴𝐹𝑓2𝑙 

与 𝐴𝐹𝑎2𝑎  确实呈指数增长，且定理 4-1 中给出的上下界比较准确。图 4-4 展示不同

队列规模下，首车输入扰动 𝑤1(𝑡) 对队尾车辆位移偏差 𝑝𝑁(𝑡) 传递函数的幅频特性

曲线。可以发现传递函数峰值确实指数上升，且峰值频率基本不发生变化。 

 

（a）𝐴𝐹𝑓2𝑙                    （b）𝐴𝐹𝑎2𝑎，其中 𝛽3 =
𝛽2

𝛼−1
 

图 4-3 PF 结构下队列鲁棒指标变化趋势 

 

图 4-4 PF 结构下队首节点输入扰动 𝑤1(𝑡) 对队尾节点位移偏差 �̃�𝑁(𝑡) 的传递函数 
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同样，为验证定理 4-2，本文数值地计算了 PLF 结构的队列，在不同规模下的

增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  变化趋势，以及相应上下界。计算结果如图 4-5 所示，可

以发现 𝐴𝐹𝑓2𝑙  呈指数衰减，且 𝐴𝐹𝑎2𝑎  有界，不随队列规模变化。此外，图 4-6 展示

了不同队列规模下，首车输入扰动 𝑤1(𝑡) 对队尾车辆位移偏差 𝑝𝑁(𝑡) 传递函数的幅

频特性曲线。其传递函数峰值确实指数衰减，且峰值频率基本不发生变化。 

  

（a）𝐴𝐹𝑓2𝑙                      （b）𝐴𝐹𝑎2𝑎，其中 𝛾3 =
𝛾2

𝛼1−1
 

图 4-5 PLF 结构下队列鲁棒指标变化趋势 

 

图 4-6 PLF 结构下队首输入扰动 𝑤1(𝑡) 对队尾位移偏差 �̃�𝑁(𝑡) 的传递函数幅频特性曲线 
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4.4.2 双向拓扑结构的仿真 

图 4-7 展示了 BD 结构下，鲁棒增益因子 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随队列规模的变化趋势。可以

看出，𝐴𝐹𝑎2𝑎  确实随队列规模呈多项式增长，且 𝑁2 (𝜋2𝑘𝑝)⁄  是 𝐴𝐹𝑎2𝑎  的一个下界。

这与定理 4-3 的结论相符。 

图 4-8 展示了 BD 拓扑结构下队列队首扰动对队尾车辆位移偏差的影响。可以

看出增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  随队列规模呈线性关系，且峰值频率随着队列规模的增长向零

点偏移，这对应于 BD 结构下 𝓛BD +𝓟BD 的最小特征根趋向于零。相比较于 PF 结

构下，增益因子呈指数增长趋势，从鲁棒性角度而言，BD 结构要优于 PF 结构。 

 

图 4-7 BD 结构下队列鲁棒指标 𝐴𝐹𝑎2𝑎 变化趋势 

  

（a）𝐴𝐹𝑓2𝑙变化趋势           （b）传递函数幅频特性曲线 

图 4-8 BD 结构队首扰动对队尾车辆位移偏差的影响 
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图4-9和图4-10展示了BDL结构下，队列的鲁棒性能随队列规模的变化趋势。

可以看出，当所有跟随车辆能够获取领航车辆信息时，增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎都

得到了显著改善。前者随队列规模指数衰减，而后者与队列规模无关（这对应于

BDL 结构下 𝓛BDL +𝓟BDL 的最小特征根为常数，与队列规模无关）。 

 

图 4-9 BDL 结构下队列鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎 变化趋势 

 

图 4-10 BDL 结构队首扰动对队尾车辆位移偏差传递函数的幅频特性曲线 

图 4-11 和图 4-12 展示了 BD 结构下，当采用非对称控制时，队列鲁棒指标的

变化趋势。可以发现，引入非对称控制后，增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  随队列规模呈指数增长。

显然，相较于 BD 结构下的对称控制，非对称控制不利于改善鲁棒性能，而第三章

中指出非对称控制可以得到与队列规模无关的稳定裕度。这两种现象说明，对于

非对称控制存在稳定裕度和鲁棒指标的取舍问题。 
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图 4-11 BD 结构下非对称控制的车辆队列，不同非对称度时增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  变化趋势 

 

（a）𝜖 = 0.2                      （b）𝜖 = 0.4 

 

（c）𝜖 = 0.6                      （d）𝜖 = 0.8 

图 4-12 BD 结构下非对称控制的车辆队列，队首扰动对队尾车辆位移偏差传递函数的幅频
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4.5 本章小结 

依托所出的四元素模型框架，本章研究了有限能量扰动下线性匀质队列的鲁

棒性能。首先，建立了一般信息流拓扑结构下的队列闭环动力学时域和频域模型；

然后，针对单向级联和双向拓扑结构下车辆队列，讨论了增益因子 𝐴𝐹𝑓2𝑙  和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  

随队列规模的变化趋势。结论如下： 

（1）在 PF 结构下，线性匀质队列的鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙和 𝐴𝐹𝑎2𝑎  随队列规模呈指

数增长。这与线性控制器的增益选择无关，是 PF 结构的一种固有缺陷。对于 PF

结构的匀质队列，一个微小扰动会依然对队列的输出产生巨大影响。 

（2）若每个跟随车辆均能获取领航车辆信息，形成 PLF 结构，则队列鲁棒指

标 𝐴𝐹𝑓2𝑙和 𝐴𝐹𝑎2𝑎得到显著改善。这说明与领航车辆的通信能力，对改善队列性能

具有重要作用。 

（3）在 BD 结构下，线性匀质队列的鲁棒指标𝐴𝐹𝑎2𝑎随队列规模至少呈多项式

𝑂(𝑁2) 增长。相比于 PF 结构，BD 结构下的增长速度已经得到了改善。这说明从

鲁棒性能角度，BD 结构优于 PF 结构。 

（4）仿真结果表明 BD 结构下，采用非对称控制时，队列鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙  的

增长趋势会由多项式形式变成指数形式。这说明非对称控制不利于改善队列的鲁

棒性能，而第 3 章指出非对称控制有利于提高稳定裕度。这两种性能指标之间存

在一个权衡问题，具体选择需要进一步研究。 
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第5章 车辆队列的预测控制器设计 

针对车辆队列中节点动力学的非线性和异质性问题，本章提出一种分布式模

型预测控制器（Distributed Model Predictive Control，DMPC）设计方法，以保证系

统的渐近稳定性。首先，基于四元素框架建立离散非线性车辆队列的动力学模型；

其次，给出分布式模型预测控制器的设计过程，包括单个节点的优化问题和预测

控制器算法的流程；然后，对分布式模型预测控制器的渐近稳定性进行分析，提

出一种保证队列渐近稳定性的充分条件；最后，仿真结果验证了理论分析的正确

性。 

5.1 非线性车辆队列的建模 

根据四元素模型，车辆节点之间动力学相互解耦。为实现队列目标，单个节点

利用邻域节点的信息做出控制决策，使得队列中节点之间产生相互影响。控制决

策体现在使用邻域信息的方式上，可以是线性反馈（如第 3、4 章），也可以是通

过求解优化问题得到。 

本节介绍车辆节点的离散非线性动力学模型，邻域信息交互、以及控制决策将

在下一节阐述。车辆模型采用第 2 章中介绍的非线性模型（2-1），即 

 

{
 

 
�̇�𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡)
𝜂T,𝑖
𝑟w,𝑖

𝑇𝑖(𝑡) = 𝑚𝑖�̇�𝑖(𝑡) + 𝐶A,𝑖𝑣𝑖
2(𝑡) + 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖

𝜏𝑖�̇�𝑖(𝑡) + 𝑇𝑖(𝑡) =  𝑢𝑖(𝑡)

, 𝑖 ∈ 𝒩. （5-1） 

其中，𝒩 表示正整数集合𝒩 = {1,2,⋯ ,𝑁}，𝑝𝑖(𝑡) 和 𝑣𝑖(𝑡) 分别为车辆 𝑖 的位移和速

度，𝑚𝑖 为车辆的质量，𝐶A,𝑖 为集总空气阻力系数， 𝑔 为重力加速度常数，𝑓𝑖  为滚

动阻力系数，𝑇𝑖(𝑡) 为实际驱动/制动力的力矩， 𝑢𝑖(𝑡) 为期望驱动/制动力矩， 𝜏𝑖  为

车辆纵向动力系统的时滞常数，𝑟w,𝑖 为车轮半径，𝜂T,𝑖 为传动系统的机械效率。 

单个节点的状态记为 𝒙𝑖(𝑡) = [𝑝𝑖(𝑡), 𝑣𝑖(𝑡), 𝑇𝑖(𝑡)]
𝑇，控制输入记为 𝑢𝑖(𝑡)。离散

步长为 ∆𝑡 ，式（5-1）可以离散为 

 

{
 
 

 
 
𝑝𝑖(𝑡 + 1) = 𝑝𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖(𝑡)∆𝑡

𝑣𝑖(𝑡 + 1) = 𝑣𝑖(𝑡) +
1

𝑚𝑖
(
𝜂T,𝑖
𝑟w,𝑖

𝑇𝑖(𝑡) − 𝐶A,𝑖𝑣𝑖
2(𝑡) − 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖) ∆𝑡

𝑇𝑖(𝑡 + 1) = 𝑇𝑖(𝑡)−
1

𝜏𝑖
𝑇𝑖(𝑡)∆𝑡+

1

𝜏𝑖
𝑢𝑖(𝑡)∆𝑡

. （5-2） 



第 5 章 车辆队列的预测控制器设计 

85 

 

进一步，式（5-2）可以写为 

 𝒙𝑖(𝑡 + 1) = 𝜙𝑖(𝒙𝑖) + 𝝍𝑖 ∙ 𝑢𝑖(𝑡),   𝑖 ∈ 𝒩, （5-3） 

其中， 𝜙𝑖(𝑥𝑖) ∈ ℝ
3×1，𝝍𝑖 ∈ ℝ

3×1，𝑢𝑖(𝑡) ∈ ℝ，具体表达式为 

𝜙𝑖 =

[
 
 
 
 
 

𝑝𝑖(𝑡) + 𝑣𝑖(𝑡)∆𝑡

𝑣𝑖(𝑡) +
∆𝑡

𝑚𝑖
(
𝜂T,𝑖
𝑅𝑖
𝑇𝑖(𝑡) − 𝐶A,𝑖𝑣𝑖

2(𝑡) − 𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖)

𝑇𝑖(𝑡)−
1

𝜏𝑖
𝑇𝑖(𝑡)∆𝑡 ]

 
 
 
 
 

, 𝝍𝑖 = [

0
0
1

𝜏𝑖
∆𝑡
].  

车辆节点 𝑖 的输出方程为 

 𝒚𝑖(𝑡) = [𝑝𝑖(𝑡), 𝑣𝑖(𝑡)]
𝑇 = 𝜸𝒙𝑖(𝑡), （5-4） 

其中， 𝜸 ∈ ℝ2×3 为输出矩阵， 

𝜸 = [
1 0 0
0 1 0

]. 

令𝑿(𝑡) = [𝒙1
𝑇(𝑡), 𝒙2

𝑇(𝑡),⋯ , 𝒙𝑁
𝑇 (𝑡)]𝑇 ∈ ℝ3𝑁，𝒀(𝑡) = [𝒚1

𝑇(𝑡), 𝒚2
𝑇(𝑡),⋯ , 𝒚𝑁

𝑇 (𝑡)]𝑇 ∈

ℝ2𝑁 和 𝑼(𝑡) = [𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡),⋯ , 𝑢𝑁(𝑡)]
𝑇 ∈ ℝ𝑁 分别表示队列在 𝑡 时刻的集总状态、

输出和输入向量。则队列的整体动力学可表示为 

 
𝑿(𝑡 + 1) = 𝛷(𝑿(𝑡)) + 𝜳 ∙ 𝑼(𝑡), 

𝒀(𝑡) = 𝜞𝑿(𝑡), 
（5-5） 

其中， 𝛷 = [𝜙1(𝒙1)
𝑇 , 𝜙2(𝒙2)

𝑇 ,⋯ , 𝜙𝑁(𝒙𝑁)
𝑇]𝑇 ，  𝜳 = diag{𝝍1, 𝝍2, ⋯ ,𝝍𝑁}， 𝜞 =

diag{𝜸, 𝜸,⋯ , 𝜸}。 

式（5-5）即为车辆的离散非线性队列动力学模型，注意到该模型是一个非线

性异质模型。队列构型和信息流拓扑结构的特性，将在控制输入向量 𝑼(𝑡) 的设计

中体现。 

5.2 分布式模型预测控制器设计 

本节介绍分布式模型预测控制器的设计过程。首先，概述分布式模型预测技

术；其次，设计单个节点优化问题；最后，给出整个分布式预测控制器算法流程。 

5.2.1 分布式模型预测控制概述 

模型预测控制（Model Predictive Control，MPC）是一种基于优化的控制设计

方法，其特点在于：采用有限时域代替最优控制中的无限时域，在每一采样时刻

在线求解开环优化问题得到控制量[121]。由于能够显式地处理状态和执行器约束、
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多个控制器目标、以及能够预测动力学的变化，MPC 技术在实际问题中得到了广

泛的应用[122]。然而，集中式 MPC 存在一些缺陷[123]：1）当问题规模较大时，求

解速度受限；2）难以处理变结构的动力学系统，比如智能电网、车辆队列中子系

统随时接入与分离；3）大规模的系统通信受限，无法进行集中化处理等。 

分布式模型预测控制（Distributed Model Predictive Control，DMPC）是解决上

述问题的一种可期待方案。对于 DMPC 技术，系统在每一个采样时刻不只是求解

单个开环优化问题，而是求解多个开环优化问题[124]。在 DMPC 中，每个子优化问

题面对的是局部目标、局部动力学、局部约束、局部状态。基于局部信息如何保

证全局的目标，是 DMPC 的一个难点[123]。由于大规模系统分布式控制的复杂性，

目前 DMPC 尚未形成一般性设计方法[123]。 

5.2.2 单节点优化问题设计 

本节假设队列期望跟车距离为恒定距离型，即 𝑑𝑖−1,𝑖 = 𝑑0 。领航车辆的位移

和速度分别用 𝑠0(𝑡) 和 𝑣0(𝑡)  进行表示。领航车辆的期望轨迹假设为匀速运动，即

  𝑝0 = 𝑣0𝑡 。此时，队列中单个节点的期望状态和期望输入分别为 

 {
𝒙𝑖,des(𝑡) = [𝑝𝑖,des(𝑡), 𝑣𝑖,des(𝑡), 𝑇𝑖,des(𝑡)]

𝑇

𝑢𝑖,des(𝑡) = 𝑇𝑖,des(𝑡),                                
, （5-6） 

其中，𝑝𝑖,des(𝑡) = 𝑝0(𝑡) − 𝑖 ∙ 𝑑0，𝑣𝑖,des(𝑡) = 𝑣0，𝑇𝑖,des(𝑡) = ℎ𝑖(𝑣0)。函数 ℎ𝑖(𝑣0) 为

自车速度的函数，用于平衡风阻和道路摩擦阻力，表示为 

 ℎ𝑖(𝑣0) =
𝑅𝑖
𝜂T,𝑖

(𝐶A,𝑖𝑣0
2 +𝑚𝑖𝑔𝑓𝑖). （5-7） 

采用有向图 𝒢𝑁 = {𝒱𝑁 , ℰ𝑁} 和增广有向图 𝒢𝑁+1 = {𝒱𝑁+1, ℰ𝑁+1} 描述信息流拓

扑结构。对于每一个车辆 𝑖 ∈ 𝒩，其邻域节点表示为 ℕ𝑖 = {𝑖1, 𝑖2, ⋯ , 𝑖𝑚}。邻域节点

的状态向量表示为  𝒙−𝑖(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝒙𝑖1(𝑡), 𝒙𝑖2(𝑡),⋯ , 𝒙𝑖𝑚(𝑡)}，控制输入向量表示为

 𝒖−𝑖(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙{𝑢𝑖1(𝑡), 𝑢𝑖2(𝑡),⋯ , 𝑢𝑖𝑚(𝑡)} 。定义节点 𝑖 的领航节点可达集如下 

 ℙ𝑖 = {
{0}, 𝑖𝑓 𝓅𝑖 = 1
∅,             𝑖𝑓 𝓅𝑖 = 0

. （5-8） 

其中， 𝓅𝑖 = 1，表示节点 𝑖 能够获取领航车辆的信息；反之， 𝓅𝑖 = 0 。 

下面，在每个车辆节点上定义一个子预测优化问题。每个子问题只利用邻域

车辆的信息进行优化求解，得到该节点的控制输入。在这 𝑁 个子预测优化问题中，

预测步长均为 𝑁𝑝 。在每个预测时域内[𝑡, 𝑡 + 𝑁𝑝]，均定义三个控制输入序列。 

1）𝑢𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) ：预测控制输入序列（predicted control input）； 
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2）𝑢𝑖
∗(𝑘|𝑡) ：最优预测控制输入序列（optimal predicted control input）； 

3）𝑢𝑖
𝑎(𝑘|𝑡)：假设控制输入序列（assumed control input）； 

其中，𝑘 ∈ [0,1,2,⋯ ,𝑁𝑝 − 1, 𝑁𝑝]。 

相应地定义三个输出序列，即  𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) ，预测输出序列（predicted output 

trajectory）；𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) ：最优预测输出序列（optimal predicted output trajectory）；

𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡) ，假设输出序列（assumed output trajectory）。假设输出序列将会发给其邻

域中车辆，作为车辆节点上子优化问题的参数之一。 

下面给出节点 𝑖 上局部优化问题 𝒫𝑖 的定义。 

 

min
𝑈𝑖
 𝐽𝑖 (𝒚𝑖

𝑝(: |𝑡), 𝑢𝑖
𝑝(: |𝑡), 𝒚𝑖

𝑎(: |𝑡), 𝒚−𝑖
𝑎 (: |𝑡))

= ∑ 𝑙𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

𝑝(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=0

 

（5-9） 

 

s.t. 

�̇�𝑖
𝑝(𝑘 + 1|𝑡) = 𝜙𝑖 (𝒙𝑖

𝑝(𝑘|𝑡)) + 𝝍𝑖 ∙ 𝑢𝑖
𝑝(𝑘|𝑡)

𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) = 𝜸𝒙𝑖

𝑝(𝑘|𝑡)
, 

𝑘 = 0,⋯ ,𝑁𝑝 − 1 

𝒙𝑖
𝑝(0|𝑡) = 𝒙𝑖(𝑡) 

（5-9a） 

 𝑢𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) ∈ 𝒰 （5-9b） 

 𝒚𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) =

1

|𝕀𝑖|
∑(𝒚𝑗

𝑎(𝑁𝑝|𝑡) − �̃�𝑗,𝑖)

𝑗∈𝕀𝑖

 （5-9c） 

 𝑇𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) = ℎ𝑖 (𝑣𝑖

𝑝(𝑁𝑝|𝑡)) （5-9d） 

其中，𝑼𝑖 = [𝑢𝑖
𝑝(0|𝑡), 𝑢𝑖

𝑝(1|𝑡),⋯ , 𝑢𝑖
𝑝(𝑁𝑝 − 1|𝑡)]

𝑇
为待优化控制变量；式（5-9a）是

预测时域中的动力学约束；式（5-9b）是控制输入的幅值约束；式（5-9c）和式（5-9d）

是预测终端的等式约束。|𝕀𝑖| 表示集合  𝕀𝑖 = ℕ𝑖 ∪ ℙ𝑖  的元素个数，�̃�𝑗,𝑖 = [−(𝑗 −

𝑖)𝑑0, 0]
𝑇 为节点之间的状态偏差。式（5-9d）是为了保证预测时域终端处的车辆节

点处于一个稳态，即匀速运动没有加减速行为。式（5-9c）和式（5-9d）的等式约

束，均是为了方便分析渐近稳定性。 

式（5-9）中的代价函数定义为 

𝑙𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

𝑝(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡)) （5-10） 
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= ‖𝑸𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡))‖

2
+ ‖𝑹𝑖 (𝑢𝑖

𝑝(𝑘|𝑡) − ℎ𝑖 (𝑣𝑖
𝑝(𝑘|𝑡)))‖

2
 

+‖𝑭𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
 

+∑‖𝑮𝑖(𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗

𝑎(𝑘|𝑡) − �̃�𝑖,𝑗)‖2
𝑗∈ℕ𝑖

. 

其中，𝑸𝑖 , 𝑹𝑖, 𝑭𝑖, 𝑮𝑖 为权重矩阵，均假设为对称非负定矩阵。当节点 𝑖 可以获得领

航车辆信息时，𝑸𝑖 > 0；反之， 𝑸𝑖 = 0。𝑹𝑖 ≥ 0 反映对加减速行为的惩罚，表征

节点偏好于匀速运动。𝑭𝑖 ≥ 0 反映节点 𝑖 应该保持其它节点做出假设的轨迹运行。

𝑮𝑖 ≥ 0 反映节点 𝑖 尽可能保持其邻域节点的假设轨迹运行。 

式（5-9）即为车辆节点处单个子优化问题 𝒫𝑖 。该优化问题只利用了邻域车辆

的状态信息，并没有用全局的状态信息。因而，这是一个分布式优化问题。对于

有 N 个跟随车辆的队列而言，队列中便有 N 个子优化问题 𝒫𝑖 ，需要同步求解和更

新。式（5-9c）和式（5-9d）的等式约束是为了方便稳定性分析。注意到也有不少

研究采用不等式终端约束来分析模型预测控制器的渐近稳定性，此时终端状态需

要约束到一个特定紧集中[125][126]。 

5.2.3 控制器算法流程 

下面给出分布式模型预测控制器的算法流程。 

DMPC 算法： 

（1）初始化。在 𝑡 = 0 时刻，假设所有车辆均处于匀速运动，定义节点 𝑖 上

的假设输入与输出序列为 

 

𝑢𝑖
𝑎(𝑘|0) = 𝑓(𝑣𝑖(0)), 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1, 

𝒚𝑖
𝑎(𝑘 + 1|0) = 𝒚𝑖

𝑝(𝑘 + 1|0), 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1. 

（5-11） 

其中，�̇�𝑖
𝑝(𝑘 + 1|0) = 𝜙𝑖 (𝒙𝑖

𝑝(𝑘|0)) + 𝝍𝑖 ∙ 𝑢𝑖
𝑎(𝑘|0), 𝒚𝑖

𝑝(𝑘|0) = 𝜸𝒙𝑖
𝑝(𝑘|0),  𝒙𝑖

𝑝(𝑘|0) =

𝒙𝑖(0), 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1。 

（2）在任一时刻 𝑡 ，对于每一个车辆节点 𝑖 ∈ 𝒩 

a）求解节点 𝑖 出的子优化问题 𝒫𝑖 获得最优预测控制输入序列 𝑢𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑘 =

0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1，利用以下数据：测量值 𝒚𝑖(𝑡) ，节点 𝑖 假设输出序列 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡) ，邻

域节点假设输出序列 𝒚−𝑖
𝑎 (𝑘|𝑡) ，以及领航车辆的期望序列 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡) （若可获得）； 

b）在节点 𝑖 上应用控制量 𝑢𝑖
∗(0|𝑡)； 

c）计算预测时域中的最优状态序列， 
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𝒙𝑖
∗(𝑘 + 1|𝑡) = 𝜙𝑖(𝒙𝑖

∗(𝑘|𝑡)) + 𝝍𝑖 ∙ 𝑢𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1 

𝒙𝑖
∗(0|𝑡) = 𝒙𝑖(𝑡), 

（5-12） 

d）计算下一步的假设输入序列， 

 𝑢𝑖
𝑎(𝑘|𝑡 + 1) = {

𝑢𝑖
∗(𝑘 + 1|𝑡),        𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 2

ℎ𝑖 (𝑣𝑖
∗(𝑁𝑝|𝑡)) ,               𝑘 = 𝑁𝑝 − 1

 （5-13） 

相应的假设输出轨迹为（注意𝒙𝑖
𝑎(0|𝑡 + 1) = 𝒙𝑖

∗(1|𝑡)）： 

 
𝒙𝑖
𝑎(𝑘 + 1|𝑡 + 1) = 𝜙𝑖(𝒙𝑖

𝑎(𝑘|𝑡 + 1)) + 𝝍𝑖 ∙ 𝑢𝑖
𝑎(𝑘|𝑡 + 1) 

𝒚𝑖
𝑎(𝑘 + 1|𝑡 + 1) = 𝜸𝒙𝑖

𝑎(𝑘 + 1|𝑡 + 1),   𝑘 = 0,1,⋯ ,𝑁𝑝 − 1. 
（5-14） 

e）通过 V2V 通信，将 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡 + 1) 发送给能接收其信息的节点，接收其邻域

中节点的假设轨迹 𝒚−𝑖
𝑎 (𝑘|𝑡 + 1) ；同时若与领航车辆相连时，接收 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡 + 1)。 

需要注意的是，上述算法并没有考虑通信时延，且假设优化问题 𝒫𝑖 可在一个

周期内求解完毕。 

5.3 车辆队列的渐近稳定性分析 

本节分析节 5.2 所定义 DMPC 的渐近稳定性。首先证明所有节点的预测终端

渐近收敛于期望状态；其次，分析单个节点上代价函数的迭代下降情况；然后，

分析全部节点的代价函数迭代下降情况；最后采用全部节点的代价函数作为一个

Lyapunov 函数，给出一个保证车辆队列渐近稳定性的充分条件。 

5.3.1 终端约束分析 

本小节证明在式（5-9c）和式（5-9d）预测终端约束下，以及根据 DMPC 算

法的设计流程，所有节点的预测终端状态会渐近收敛于其期望状态。 

根据式（5-13）和式（5-14）对假设输出轨迹的构造，同时考虑到式（5-9d）

的等式约束，有 

 𝒚𝑖
𝑎(𝑁𝑝|𝑡 + 1) = 𝒚𝑖

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) + 𝑪
′𝒚𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) ∙ ∆𝑡. （5-15） 

其中，∆𝑡 为离散时间步长， 

𝑪′ = [
0 1
0 0

], 

考虑式（5-9c）的等式约束，有 
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 𝒚𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡 + 1) =

1

|𝕀𝑖|
∑(𝒚𝑗

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) + 𝐶
′𝒚𝑗
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) ∙ ∆𝑡 − �̃�𝑗,𝑖)

𝑗∈𝕀𝑖

. （5-16） 

定义偏差变量 

 𝒚 ̃𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) = 𝒚𝑖

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) − 𝒚𝑖,des(𝑁𝑝|𝑡)， 

其中 𝒚𝑖,des(𝑁𝑝|𝑡) = [𝑝0(𝑁𝑝|𝑡) − 𝑖 ∙ 𝑑0, 𝑣0]
𝑇
。代入到（5-16）得到 

𝒚 ̃𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡 + 1) =

1

|𝕀𝑖|
∑(𝒚𝑗

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) + 𝑪
′𝒚𝑗
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) ∙ ∆𝑡 − �̃�𝑗,𝑖)

𝑗∈𝕀𝑖

− 𝒚𝑖,des(𝑁𝑝|𝑡 + 1) 

=
1

|𝕀𝑖|
∑(𝒚𝑗

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) − 𝒚𝑗,des(𝑡) + 𝑪
′ (𝒚𝑗

𝑝(𝑁𝑝|𝑡) − 𝒚𝑗,des(𝑡)) ∙ ∆𝑡)

𝑗∈𝕀𝑖

 

 =
1

|𝕀𝑖|
∑(𝑰2 + 𝑪

′∆𝑡)𝒚 ̃𝑗
𝑝(𝑁𝑝|𝑡)

𝑗∈𝕀𝑖

. 

（5-17） 

定义集总预测终端变量 𝒀𝑝(𝑁𝑝|𝑡) = [𝒚 ̃1
𝑝(𝑁𝑝|𝑡),⋯ , 𝒚 ̃𝑁

𝑝 (𝑁𝑝|𝑡)]
𝑇
∈ ℝ2𝑁×1，则式

（5-17）可以写为 

 𝒀𝑝(𝑁𝑝|𝑡 + 1) = (𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)⨂(𝑰2 + 𝑪
′∆𝑡) ∙ 𝒀𝑝(𝑁𝑝|𝑡). （5-18） 

其中 𝓐𝑁 为拉普拉斯矩阵，𝚲1 定义为 

 𝚲1 =

[
 
 
 
 
 
 
 

1

∑ 𝑎1𝑖 + 𝓅1
𝑁
𝑖=1

1

∑ 𝑎2𝑖 + 𝓅2
𝑁
𝑖=1

⋱
1

∑ 𝑎𝑁𝑖 + 𝓅𝑁
𝑁
𝑖=1 ]

 
 
 
 
 
 
 

. （5-19） 

引理 5-1. 当 𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树时，矩阵 𝚲1 ∙ 𝓐𝑁 

的特征根幅值均小于 1，即 

 |𝜆𝑖(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁 )| < 1, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑁. （5-20） 

引理 5-2. 若信息流拓扑结构 𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树，
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则所有优化问题 𝒫𝑖 的预测终端均会渐近收敛于其期望状态，即 

 lim
𝑡→∞

|𝒚𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) − [𝑝0(𝑁𝑝|𝑡) − 𝑖 ∙ 𝑑0, 𝑣0]

𝑇
| = 0. （5-21） 

证明：根据附录中 Kronecker 积的性质，(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)⨂(𝑰2 + 𝑪
′∆𝑡) 的最大特征根

为 

 
|𝜆max[(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)⨂(𝑰2 + 𝑪

′∆𝑡)]|

= |𝜆max(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)| ∙ |𝜆max(𝑰2 + 𝑪
′∆𝑡)|. （5-22） 

且易知 

 |𝜆max(𝑰2 + 𝑪
′∆𝑡)| = 1. （5-23） 

当 𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树时，根据引理 5-1，有 

 |𝜆max(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)| < 1. （5-24） 

所以， 

 |𝜆max[(𝚲1 ∙ 𝓐𝑁)⨂(𝑰2 + 𝑪
′∆𝑡)]| < 1. （5-25） 

因此，动态方程（5-18）渐近收敛到 0，即有 

 lim
𝑡→∞

|𝒚𝑖
𝑝(𝑁𝑝|𝑡) − [𝑝0(𝑁𝑝|𝑡) − 𝑖 ∙ 𝑑0, 𝑣0]

𝑇
| = 0. （5-26） 

∎ 

评注 5-1. 当队列中节点只能获取前方节点的信息时，矩阵 𝓐𝑁 具有 𝑁 个零特

征根。此时，只需要有限 𝑁 步即可以使得队列的预测终端状态与期望状态一致。 

评注 5-2.  𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树这一假设，可认为是

系统可控性的一个必要条件[47]。这不仅是线性控制器的一个基本要求，也是 DMPC

的一个基本要求。 

5.3.2 单个节点代价函数分析 

首先说明对于 DMPC 中优化问题 𝒫𝑖 ，若预测终端收敛于其期望状态之后，则

 𝒫𝑖 均迭代可行（recursive feasible）。这种分析源自 Chen 和 Alllgower 的工作[125]，

之后被很多研究采用[31][126][127]。 

引理 5-3 若在 𝑡 = 𝑘 时刻，预测终端与其期望状态相同，且具有可行解；则优

化问题 𝒫𝑖 在时刻 𝑡 > 𝑘 均具有可行解，且一个可行解为 

 (𝒚𝑖
𝑝(: |𝑡 + 1), 𝑢𝑖

𝑝(: |𝑡 + 1)) = (𝒚𝑖
𝑎(: |𝑡), 𝑢𝑖

𝑎(: |𝑡)). （5-27） 
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下面给出在预测终端状态相同之后，单个节点代价函数的迭代下降值。 

定理 5-1. 对于 DMPC 中优化问题 𝒫𝑖 ，当节点预测终端与期望状态一致之后，

节点代价函数单步迭代的下降为 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) − 𝐽𝑖

∗(𝑡) ≤ −𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(0|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(0|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (0|𝑡)) + 휀𝑖. （5-28） 

其中，𝐽𝑖
∗(𝑡) 为优化问题 𝒫𝑖 在 𝑡 时刻的最优值，휀𝑖  定义为 

휀𝑖 = ∑ {∑ ‖𝑮𝑖 (𝒚𝑗
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈ℕ𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
}

𝑁𝑝−1

𝑘=1

. （5-29） 

证明：节点 i 在 𝑡 时刻的最优代价函数值为 

𝐽𝑖
∗(𝑡) = 𝐽𝑖

∗(𝒚𝑖
∗(: |𝑡), 𝑢𝑖

∗(: |𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(: |𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (: |𝑡)) 

= ∑ 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=0

 

= ∑ {‖𝑸𝑖 (𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡))‖

2
+ ‖𝑹𝑖 (𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝑓(𝑣𝑖
∗(𝑘|𝑡)))‖

2

𝑁𝑝−1

𝑘=0

+ ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
+ ∑‖𝑮𝑖(𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗
𝑎(𝑘|𝑡) + �̃�𝑖,𝑗)‖2

𝑗∈ℕ𝑖

} 

根据引理 5-3，优化问题 𝒫𝑖 在 𝑡 + 1 时刻的一个可行解为 

 𝑢𝑖
𝑝(: |𝑡 + 1) = 𝑢𝑖

𝑎(: |𝑡 + 1). （5-30） 

从而，𝑡 + 1 时刻优化问题 𝒫𝑖 的最优代价值为 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) ≤ 𝐽𝑖 (𝒚𝑖

𝑝(: |𝑡 + 1), 𝑢𝑖
𝑝(: |𝑡 + 1), 𝒚𝑖

𝑎(: |𝑡 + 1), 𝒚−𝑖
𝑎 (: |𝑡 + 1)) 

= ∑ 𝑙𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝑢𝑖

𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡 + 1))

𝑁𝑝−1

𝑘=0

. 

（5-31） 

注意到 𝑘 = 𝑁𝑝 − 1时， 
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𝑙𝑖 (𝒚𝑖
𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝑢𝑖

𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡 + 1)) = 0. 

所以有 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) ≤ ∑ 𝑙𝑖 (𝒚𝑖

𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝑢𝑖
𝑝(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡 + 1), 𝒚−𝑖
𝑎 (𝑘|𝑡 + 1))

𝑁𝑝−2

𝑘=0

 

 =  ∑ 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘 + 1|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘 + 1|𝑡), 𝒚𝑖
∗(𝑘 + 1|𝑡), 𝒚−𝑖

∗ (𝑘 + 1|𝑡))

𝑁𝑝−2

𝑘=0

 

 = ∑ 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

∗ (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=1

. 

（5-32） 

将式（5-32）减去式 𝐽𝑖
∗(𝑡) ，得到 

 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) − 𝐽𝑖

∗(𝑡) 

≤ ∑ 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

∗ (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=1

 

− ∑ 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=0

 

= −𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(0|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(1|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (1|𝑡)) 

+ ∑ {𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

∗ (𝑘|𝑡))

𝑁𝑝−1

𝑘=1

− 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (𝑘|𝑡))}. 

（5-33） 

下面分析式（5-33）中的最后一项， 
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∆= 𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖

∗ (𝑘|𝑡)) − 𝑙𝑡
𝑖(𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡), 𝑢𝑖
∗(𝑘|𝑡), 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡), 𝒚−𝑖
𝑎 (𝑘|𝑡))

= ‖𝑸𝑖 (𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡))‖

2
+ ‖𝑹𝑖 (𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝑓(𝑣𝑖
∗(𝑘|𝑡)))‖

2

+ ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡))‖
2
+ ∑‖𝑮𝑖(𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗
∗(𝑘|𝑡) + �̃�𝑖,𝑗)‖2

𝑗∈ℕ𝑖

− {‖𝑸𝑖 (𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖,des(𝑘|𝑡))‖

2
+ ‖𝑹𝑖 (𝑢𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝑓(𝑣𝑖
∗(𝑘|𝑡)))‖

2

+ ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
+ ∑‖𝑮𝑖(𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗
𝑎(𝑘|𝑡) + �̃�𝑖,𝑗)‖2

𝑗∈ℕ𝑖

} 

应用范数的三角不等式有 

∆ = ∑ {‖𝑮𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗

∗(𝑘|𝑡) + �̃�𝑖,𝑗)‖2
− ‖𝑮𝑖(𝒚𝑖

∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗
𝑎(𝑘|𝑡) − �̃�𝑖,𝑗)‖2

}

𝑗∈ℕ𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
 

≤ ∑ ‖𝑮𝑖 (𝒚𝑗
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈ℕ𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
 

所以，对于 DMPC 中优化问题 𝒫𝑖 ，节点代价函数单步迭代的下降为 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) − 𝐽𝑖

∗(𝑡) ≤ −𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(0|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(0|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (0|𝑡)) + 휀𝑖. （5-34） 

其中，휀𝑖 为式（5-29）中的表达。 

∎ 

评注 5-3. 若队列中各个节点的预测最优轨迹 𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) 与假设轨迹 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡) 足

够接近，则 휀𝑖 接近于零，此时 

𝐽𝑖
∗(𝑡 + 1) ≤ 𝐽𝑖

∗(𝑡) （5-35） 

则 𝐽𝑖
∗(𝑡) 可视为一个 Lyapunov 函数，根据 Lyapunov 稳定性分析易知车辆队列渐近

稳定。这一结论与 Keviczky 等研究相符[128][129]。 

评注 5-4. 式（5-35）的条件难以解析地满足，并不能直接对优化问题 𝒫𝑖 进行

构造，使得 DMPC 控制下的车辆队列渐近稳定。 

5.3.3 全部节点代价函数分析 

本小节进一步给出全部节点代价函数单步迭代的下降值。 
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定理 5-2：对于 DMPC 中优化问题 𝒫𝑖 ，当节点预测终端与期望状态一致之后，

全部节点代价函数单步迭代的下降为 

𝐽Σ
∗(𝑡 + 1) − 𝐽Σ

∗(𝑡) 

≤ −∑𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(1|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(1|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (1|𝑡))

𝑁

𝑖=1

+ ∑ 휀Σ(𝑘)

𝑁𝑝−1

𝑘=1

 

（5-36） 

其中，𝐽Σ
∗(𝑡) = ∑ 𝐽𝑖

∗(𝑡)𝑁
𝑖=1  为全部节点在𝑡 时刻的最优值之和，휀Σ(𝑘) 定义为 

휀Σ(𝑘) =∑[∑‖𝑮𝑗(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈𝕆𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
]

𝑁

𝑖=1

. 

其中，𝕆𝑖  表示能够接收节点 𝑖 状态信息的车辆节点集合。 

证明：根据式（5-34）有 

𝐽Σ
∗(𝑡 + 1) − 𝐽Σ

∗(𝑡) ≤∑{−𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(1|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(1|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (1|𝑡)) + 휀𝑖}

𝑁

𝑖=1

 

= −∑𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(1|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(1|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (1|𝑡))

𝑁

𝑖=1

+∑휀𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 

（5-37） 

且， 

∑휀𝑖

𝑁

𝑖=1

= ∑ {∑[∑ ‖𝑮𝑖 (𝒚𝑗
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑗

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈ℕ𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
]

𝑁

𝑖=1

}

𝑁𝑝−1

𝑘=1

 

= ∑ {∑[∑‖𝑮𝑗(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈𝕆𝑖

− ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
]

𝑁

𝑖=1

}

𝑁𝑝−1

𝑘=1

 

所以，全部节点代价函数单步迭代的下降为式（5-37）所示。 

∎ 

评注 5-5. 若下面关系式满足， 

∑‖𝑮𝑗(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2

𝑗∈𝕆𝑖

< ‖𝑭𝑖(𝒚𝑖
∗(𝑘|𝑡) − 𝒚𝑖

𝑎(𝑘|𝑡))‖
2
 （5-38） 

可得到 𝐽Σ
∗(𝑡 + 1) ≤ 𝐽Σ

∗(𝑡)。则根据 Lyapunov 稳定性分析知队列渐近稳定。这一条件
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可通过对子优化问题 𝒫𝑖 中的权重矩阵进行设计得到满足的，参见定理 5-3。 

5.3.4 渐近稳定性定理 

本小节针对单向向后传递的信息流拓扑结构，给出一个保证 DMPC 渐近稳定

性的充分条件。 

定理 5-3. 若信息流拓扑结构 𝒢𝑁+1 中存在以领航节点为根节点的有向生成树，

且车辆节点间的信息流是单向向后传递。对于本章提出的 DMPC 设计，若满足 

 ∑𝑮𝑗
𝑗∈𝕆𝑖

≤ 𝑭𝑖, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑁 （5-39） 

则非线性异质车辆队列（5-5）渐近稳定。 

证明：由于 𝒢𝑁+1 满足有向生成树条件，且信息流单向沿队列后方传递，所以

根据引理 5-2 优化问题 𝒫𝑖 的预测终端在最多 N 步收敛于其期望状态。即说明定理

5-1 和定理 5-2 的结论均成立。 

若式（5-39）成立，则 

𝒙𝑇 (∑ 𝑮𝑗
𝑗∈𝕆𝑖

− 𝑭𝑖)𝑥 ≤ 0, ∀ 𝑥. （5-40） 

所以，式（5-38）成立，根据定理 5-2， 

𝐽Σ
∗(𝑡 + 1) − 𝐽Σ

∗(𝑡) ≤ −∑𝑙𝑖(𝒚𝑖
∗(1|𝑡), 𝑢𝑖

∗(0|𝑡), 𝒚𝑖
𝑎(1|𝑡), 𝒚−𝑖

𝑎 (1|𝑡))

𝑁

𝑖=1

 （5-41） 

所以 𝐽Σ
∗(𝑡) 可作为一个Lyapunov函数，根据引理B-3的Lyapunov分析方法知，

异质非线性车辆队列（5-5）渐近稳定。 

∎ 

5.4 数值仿真分析 

为了验证本章所提出 DMPC 的有效性，本节在 MATLAB 平台下，基于实车

参数进行仿真验证。仿真主要包括两种典型工况：1）初始扰动工况，2）前车加

速工况。 

5.4.1 数值仿真参数设置 

如图 5-1 所示，仿真包括四种不同信息流拓扑结构，即前车跟随式（PF），前
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车-领航者跟随式（PLF），双前车跟随式（TPF），双前车-领航者跟随式（TPLF）。

这四种拓扑结构的信息流均是单向向后传递形式，且存在有向生成树，满足定理

5-3 的要求。 

...
( d )

( c )

...

...
( b )

...
( a )

 

图 5-1 单向信息流拓扑结构：（a）PF；（b）PLF；（c）TPF；（d）TPFL 

仿真以普通轿车的参数为基础，进行均匀随机得到队列中的每个车辆参数。

本节假设车辆动力系统的惯性时滞、集总空气阻力系数、轮胎半径均和车辆质量

呈线性关系[130]。另外，驱动/制动力的幅值以车辆的最大加减速度进行限制（仿真

中均为 𝑎max = 6 m/s
2，𝑎min = −6 m/s

2）。表 5-1 为参数选取，其中 𝑈(1000,2000) 

表示 1000 到 2000 的均匀分布。表 5-2 展示了本节仿真中车辆具体参数值。 

表 5-1 队列中车辆的参数 

参数 符号 单位 数值 

队列规模 𝑁 -- 7 

车辆质量 𝑚𝑖 kg 𝑈(1 × 103, 2 × 103) 

惯性时滞 𝜏𝑖 s 0.5 + (𝑚𝑖 − 1000) 1000⁄ × 0.3 

滚动阻力系数 𝑓 -- 0.01 

集总空气阻力

系数 
𝐶A,𝑖 N ∙ s2 ∙ m−2 0.98 + (𝑚𝑖 − 1000) 1000⁄ × 0.2 

轮胎半径 𝑟w,𝑖 m 0.3 + (𝑚𝑖,veh − 1000) 1000⁄ × 0.1 

传动效率 𝜂T,𝑖 -- 96% 

期望车距 𝑑0 m 20 
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表 5-2 队列中车辆各个节点的参数 

车辆编号 𝑚𝑖（kg） 𝜏𝑖 （s） 𝐶A,𝑖 （N ∙ s
2 ∙ m−2） 𝑟w,𝑖 （m） 

1 1035.7 0.51 0.99 0.30 

2 1849.1 0.75 1.15 0.38 

3 1934.0 0.78 1.17 0.39 

4 1678.7 0.70 1.12 0.37 

5 1757.7 0.73 1.13 0.38 

6 1743.1 0.72 1.13 0.37 

7 1392.2 0.62 1.06 0.34 

在仿真过程中，车辆动力学的离散时间间隔设为 ∆𝑡 = 0.1 s，所有车辆节点处

的预测时域步长均为 𝑁𝑝 = 20，重力常数为 𝑔 = 9.81m/s2。分布式模型预测控制

器中的权重矩阵设置如表 5-3。容易验证表 5-3 均符合定理 5-3 给出的充分条件。 

表 5-3 DMPC 的权重矩阵 

参数 PF PLF TPF TPLF 

𝑭𝑖 
𝑭𝑖 = 10𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑭𝑖 = 10𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑭𝑖 = 10𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑭𝑖 = 10𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑮𝑖 

𝑮1 = 0, 

𝑮𝑖 = 5𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1} 

𝑮1 = 0, 

𝑮𝑖 = 5𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1} 

𝑮1 = 0, 

𝑮𝑖 = 5𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1} 

𝑮1 = 0, 

𝑮𝑖 = 5𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1} 

𝑸𝑖 

𝑸1 = 10𝑰2, 

𝑸𝑖 = 0, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1} 

𝑸𝑖 = 10𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩 

𝑸1 = 10𝑰2, 

𝑸2 = 10𝑰2, 

𝑸𝑖 = 0, 

𝑖 ∈ 𝒩\{1,2} 

𝑸𝑖 = 10𝑰2, 

𝑖 ∈ 𝒩 

𝑹𝑖 
𝑹𝑖 = 𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑹𝑖 = 𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑹𝑖 = 𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

𝑹𝑖 = 𝑰2, 

 𝑖 ∈ 𝒩 

5.4.2 工况 1：初始扰动仿真 

在本小节工况下，领航车辆为匀速运动，速度为 𝑣0 = 20 m/s 。队列中无初始

位移误差，但所有跟随车辆的初始速度为 𝑣𝑖 = 21 m/s。 

图 5-2-图 5-5 依次展示了初始扰动工况下，PF、PLF、TPF、TPLF 四种结构车

辆队列的时域仿真结果（跟车误差的定义为 휀𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡) − (𝑝0 − 𝑖 ∙ 𝑑0)）。可以看
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出，四种结构下的车辆队列均是渐近稳定的。仿真中可以看到，该工况下四种结

构下队列的跟车误差均不超过 1 m。相较于 PF 结构，当队列中能够获取前两辆车

的信息时，队列的跟车误差会减小（图 5-4）。对于 PF 结构和 TPF 结构，加速度峰

值会随队列规模的增加而增长。这说明分布式模型预测控制器设计方案依然难以

保证队列稳定性。 

 

（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-2 初始扰动工况下，PF 结构下车辆队列的时域响应 

 

（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-3 初始扰动工况下，PLF 结构下车辆队列的时域响应 
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（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-4 初始扰动工况下，TPF 结构下车辆队列的时域响应 

 

（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-5 初始扰动工况下，PLF 拓扑结构车辆队列的时域响应 

5.4.3 工况 2：前车加速仿真 

在本小节的工况下，队列中无初始位移误差，也没有初始速度误差。领航车

辆的加减速运动可视为一个扰动。领航车辆的轨迹设定为 

𝑣0 = {

20 m/s                𝑡 ≤ 1 s
20 + 2𝑡   m/s    1𝑠 <  𝑡 ≤ 2 s
22 m/s                 𝑡 > 2s

. 

图 5-6 图 5-9 展示了前车加速工况下，PF、PLF、TPF、TPLF 四种结构的时域

仿真结果。仿真表明四种结构下的车辆队列均是渐近稳定的。相较于 PF 结构，TPF

结构下车辆加速度峰值更小。这说明获取前方车辆信息有利于改进队列性能。 
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（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-6 前车加速工况下，PF 结构下车辆队列的时域响应 

 

（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-7 前车加速工况下，PLF 结构下车辆队列的时域响应 

 

（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-8 前车加速工况下，TPF 结构下车辆队列的时域响应 
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（a）速度曲线           （b）加速度曲线          （c）位移偏差曲线 

图 5-9 前车加速工况下，TPLF 结构下车辆队列的时域响应 

5.5 本章小结 

本章针对非线性异质车辆队列，提出了一种 DMPC 的设计方法，分析了预测

终端约束、单个节点代价函数、全部节点代价函数的变化趋势，并针对存在有向

生成树且信息流单向向后传递的拓扑结构，给出了车辆队列渐近稳定的一个充分

条件。结论如下： 

（1）对于 DMPC 的设计，基于邻域车辆节点的预测轨迹信息对子优化问题进

行构造是一种有效方案。这种设计方法仅涉及邻域内车辆的通信，而避免了进行

全局通信。 

（2）信息流拓扑结构中存在有向生成树，是保证每个子优化问题终端渐近收

敛至其期望状态的必要条件。这说明存在有向生成树不仅是车辆队列在线性控制

器下稳定的必要条件，也是在模型预测控制器下稳定的必要条件。 

（3）将节点代价函数作为 Lyapunov 函数，分析发现保证 DMPC 渐近稳定，

仅需要调整控制器的代价函数中权重矩阵，使其满足一定要求。这为非线性异质

队列的分布式控制提供了一种可行的设计方法。

0 2 4 6
19

19.5

20

20.5

21

21.5

22

22.5

23

Time (s)

S
p
e
e
d
 (

m
/s

)

 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 2 4 6
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Time (s)

A
c
c
e
le

ra
ti
o
n
 (

m
/s

2
)

 

 

1

2

3

4

5

6

7

0 2 4 6
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Time (s)

S
p
a
c
in

g
 e

rr
o
r 

(m
)

 

 

1

2

3

4

5

6

7



第 6 章 结论与展望 

103 

 

第6章 结论与展望 

6.1 研究结论 

为面向信息流拓扑结构多样化的车辆队列进行性能分析和控制器设计，本文

建立了一种车辆队列动力学系统的四元素建模构架。基于该构架，本文研究了线

性匀质队列的闭环稳定性和鲁棒性能，提出了一种适用于非线性异质队列的分布

式模型预测控制设计方法。 

首先，将车辆队列视为一种特殊的一维多智能体系统，提出了一种四元素模

型构建方法。在这个模型中，队列分解为四个基本模块：1）节点动力学；2）信

息流拓扑结构；3）队列几何构型；4）分布式控制器。基于四元素模型，本文对

车辆队列研究现状进行了分类、梳理和总结，为全局理解车辆队列研究提供了一

个有益的视角。该模型也提供了一种定量地刻画信息流拓扑结构、车辆动力学、

控制器参数对队列性能影响的统一分析框架。 

其次，依托所提出的四元素建模构架，分析了线性匀质队列的闭环稳定性。

采用矩阵因子分解将队列动力学的闭环稳定性，等价地转化为多个子系统的闭环

稳定性。所取得的主要结论包括：（1）利用 Routh–Hurwitz 稳定性判据，解析地建

立了一类信息流拓扑结构下线性控制器参数的稳定区域，发现信息流拓扑结构对

稳定区域的影响主要体现于𝓛 +𝓟 矩阵特征根上。（2）利用矩阵特征根分析，指

出 BD 结构队列的稳定裕度随队列规模增加以 𝑂(1 𝑁2⁄ ) 速度衰减到零，而 BDL 结

构队列的稳定裕度可以一直远离零点，且队列规模无关。（3）BD 结构下的非对

称控制可大幅度改进稳定裕度；而对于一般无向拓扑结构匀质队列，需要大量跟

随车辆（𝑂(𝑁)）能够获取领航车辆车信息，才能保证与队列规模无关的稳定裕度。

（4）通过求解局部子系统 Riccati 方程，给出了一种控制器稳定增益设计方法；该

方法中 Riccati 方程规模仅和单个节点动力学维数相同，与队列规模无关，且可适

用于具有一致时延的匀质队列。 

然后，基于四元素模型，讨论了有限能量扰动工况下线性匀质队列的鲁棒性

能。根据鲁棒控制理论，将时域中定义的鲁棒性能增益因子，转化频域中相应传

递函数的无穷范数进行分析。所取得的主要结论包括：（1）对于前车跟随式的线

性匀质队列，其鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙 , 𝐴𝐹𝑎2𝑎均随队列规模呈指数增长，且与线性控制器

的增益选择无关，这说明一个微小扰动依然会对队列输出产生巨大影响。（2）对

于前车-领航者跟随式的线性匀质队列，其鲁棒指标 𝐴𝐹𝑓2𝑙 , 𝐴𝐹𝑎2𝑎至少不随队列规模
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增大而增加，这说明与领航车辆通信对改善队列性能具有重要作用。（3）对于双

向跟随式的线性匀质队列，鲁棒指标 𝐴𝐹𝑎2𝑎随队列规模至少呈多项式（𝑂(𝑁2) ）增

长。相较于前车跟随式而言，双向跟随式的鲁棒指标增长速度已经得到了改善，

从鲁棒性能角度说明双向跟随式优于前车跟随式。 

最后，针对队列中节点动力学的非线性和异质性问题，提出了一种分布式模

型预测控制器设计方法。该控制器利用邻域车辆节点的预测轨迹信息构造子优化

问题，仅需要与邻域车辆进行通信而避免了全局通信，能够适用于多种信息流拓

扑结构。在该控制器的设计框架下，证明了满足有向生成树的条件时，每个子优

化问题的预测终端约束一定会渐近收敛于其期望状态。然后，给出了单个节点代

价函数、全部节点代价函数单步迭代的下降值。最后，针对单向信息流下的车辆

队列，将全部节点代价函数作为 Lyapunov 函数进行分析，给出了一种保证渐近稳

定的充分条件。该条件只需要调整预测控制器中代价函数的惩罚权重矩阵，这为

非线性异质队列的分布式控制提供了一种可行的设计方法。 

6.2 未来研究展望 

下面总结未来研究的一些建议： 

（1）车辆队列的异质化问题。本文对闭环稳定性和鲁棒性能的分析均假定车

辆队列线性匀质，而对于异质化的队列，这些性能指标的结论是否依然成立则需

要进一步研究。鲁棒控制理论或许是处理异质化问题一种可选择的途径。 

（2）车辆队列的队列稳定性分析。队列稳定性是队列中一个重要性能指标，

但本文并没有对该指标进行深入讨论。本文鲁棒性能分析与队列稳定性较为接近，

但并不完全一致。对于不同信息流拓扑结构下的车辆队列，其队列稳定性的要求

需要进一步研究。 

（3）非对称控制的权衡问题。本文指出 BD 结构下的非对称控制可以大幅度

改善稳定裕度，然而第 4 章中的仿真指出非对称控制不利于鲁棒性能指标，这说

明稳定裕度和鲁棒性能之间存在权衡。可研究的问题有：如何在理论上证明上述

结论，其次如何对非对称控制进行改进（比如控制器中只有速度项非对称等）以

权衡稳定裕度和鲁棒性能。 

（4）分布式模型预测控制在一般信息流拓扑结构下的分析。对于第 5 章中提

出的分布式模型预测控制设计方法，已证明单个子优化问题的预测终端一定会渐

近收敛于其期望状态；但目前只针对单向信息流拓扑结构下的车辆队列，证明了

该控制器能够保证车辆队列的渐近稳定性。对于一般的信息流拓扑结构，这种设

计方法能否保证渐近稳定性，则需要进一步探讨。
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附录 A 矩阵理论相关结论 

本章介绍矩阵理论中一些基础知识和常见性质，包括矩阵特征值及其标准型、

向量和矩阵范数、以及常见的特征值不等式。关于矩阵理论更详细的介绍，可参

见 Horn[131]，张贤达等[132]，王松桂等[133]。 

首先，给出本文出现的符号定义。 

实数域和复数域分别用 ℝ 和 ℂ 表示；一个复数 𝑠 ∈ ℂ 的实部表示为 Re(𝑠) ，其

虚部表示为 Im(𝑠) 。实数域 ℝ 上所有 𝑚 × 𝑛 矩阵集合表示为 ℝ𝑚×𝑛，复数域 ℂ 上所

有 𝑚 × 𝑛 矩阵集合表示为 ℂ𝑚×𝑛；当 𝑚 = 𝑛 时，称为方阵；单位矩阵用 𝑰 表示。一

个向量或矩阵 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛 的转置表示为 𝑨𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑚； 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛的共轭转置表示为

 𝑨∗ = �̅�𝑇 ∈ ℂ𝑛×𝑚。当 𝑨 =  𝑨𝑇 时，称 𝑨 为对称矩阵（symmetric matrix）；𝑨 =  𝑨∗ 时，

称 𝑨 为 Hermite 矩阵。方阵 𝑨 的行列式表示为 det(𝑨) ，迹表示为 Tr(𝑨) 。若方阵 𝑨 

的行列式不为零（满秩），则称 𝑨 为非奇异矩阵。 

一个对称矩阵 𝑨 称为正定矩阵，若 𝒙𝑇𝑨𝒙 > 0, ∀ 𝒙 ≠ 0，记为 𝑨 > 0 ；称为半

正定矩阵，若 𝒙𝑇𝑨𝒙 ≥ 0, ∀ 𝒙 ≠ 0，记为 𝑨 ≥ 0；称为负定矩阵，若𝒙𝑇𝑨𝒙 < 0, ∀ 𝒙 ≠ 0，

记为 𝑨 < 0；称为半负定矩阵，若 𝒙𝑇𝑨𝒙 ≤ 0, ∀ 𝒙 ≠ 0，记为 𝑨 ≤ 0；称为不定矩阵，

若 𝒙𝑇𝑨𝒙 取值可能为正，也可能为负。 

令𝑨 = [𝒂1, 𝒂2, ⋯ , 𝒂𝑛] ∈ ℝ
𝑚×𝑛, 𝑩 ∈ ℝ𝑝×𝑞，则 𝑨⨂𝑩 表示矩阵 𝐴, 𝐵 的 Kronecker

积，定义为 

𝑨⨂𝑩 = [
𝑎11𝑩 ⋯ 𝑎1𝑛𝑩
⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1𝑩 ⋯ 𝑎𝑚𝑛𝑩
] ∈ ℝ𝑚𝑝×𝑛𝑞. 

下面给出关于 Kronecker 积常用的性质[132]： 

1）若 𝛼 和 𝛽 为常数，则 (𝛼𝑨)⨂( 𝛽𝑩) = 𝛼𝛽(𝑨⨂𝑩)； 

2）对于矩阵维数合适的矩阵 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，有 

(𝑨⨂𝑩)⨂𝑪 = 𝑨⨂(𝑩⨂𝑪), 

𝑨⨂(𝑩 ± 𝑪) = 𝑨⨂𝑩± 𝑨⨂𝑪, 

(𝑨⨂𝑩)(𝑪⨂𝑫) = (𝑨𝑪)⨂(𝑩𝑫), 

(𝑨⨂𝑩)𝑇 = 𝑨𝑇⨂𝑩𝑇 , (𝑨⨂𝑩)−1 = 𝑨−1⨂𝑩−1. 

3）假设 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝑩 ∈ ℝ𝑚×𝑚 ，𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛为矩阵 𝑨 的特征根，𝜇1, 𝜇2, ⋯ , 𝜇𝑛为

矩阵 𝑩 的特征根，则 𝑨⨂𝑩 的特征根为 𝜆𝑖𝜇𝑗 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛; 𝑗 = 1,2,⋯ ,𝑚。 
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A.1 矩阵的特征值及约当标准型 

定义 A-1.（矩阵特征值）令 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛，若存在一个标量 𝜆 以及一个非零向量 𝒙 

满足 

 𝑨𝒙 =  𝜆𝒙, 𝒙 ∈  ℂ𝑛×1, 𝒙 ≠ 0, 𝜆 ∈ ℂ （A-1） 

则 𝜆 称为矩阵 𝑨 的一个特征值（eigenvalue）， 𝒙 称为对应于𝜆 的一个特征向量

（eigenvector）。 

矩阵 𝑨 的所有特征值组成的集合，称为矩阵 𝑨 的谱（spectrum），记为 𝑆(𝑨) ，

相应谱半径定义为 𝜌(𝑨) = max{|𝜆|: 𝜆 ∈  𝑆(𝑨)}。矩阵 𝑨 的特征根也可通过求解其特

征方程（characteristic equation）|𝑰 − 𝜆𝑨| = 0 得到。此外，对称矩阵的正定性和半

正定性等都可以用特征值进行描述[132]： 

1）正定矩阵：所有特征根均为正实数； 

2）半正定矩阵：所有特征根均为非负实数； 

3）负定矩阵：所有特征根均为负实数； 

3）不定矩阵：特征根中有些为正实数，有些为负实数。 

引理 A-1[131] 对于任意可逆的 𝑛 阶方阵 𝑨 ，有 

 det(𝑨) =∏𝜆𝑖(𝑨)

𝑛

𝑖=1

, Tr(𝑨) =∑𝜆𝑖(𝑨)

𝑛

𝑖=1

. （A-2） 

显然，若 𝑨 有零特征根，则 det(𝑨) = 0，即矩阵 𝑨 奇异。反之，若 𝑨 所有特

征根均不为零，则 det(𝑨) ≠ 0，即矩阵 𝑨 非奇异。 

引理 A-2[133] 对于任意 𝑛 阶方阵 𝑨 ，有 

 𝜆(𝑨−1) =
1

𝜆(𝑨)
. （A-3） 

其中，𝜆(𝑨) 表示 𝑨 的特征值。进一步，若 𝑨 的特征值全为实数，且排序为 𝜆1(𝑨) ≥

𝜆2(𝑨) ≥ 𝜆𝑛(𝑨)，则 

 𝜆𝑘(𝑨
−1) =

1

𝜆𝑛−𝑘+1(𝑨)
, 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑛. （A-4） 

定义 A-2. （相似矩阵与相似变换）矩阵 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛 称为 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛的相似矩阵，

若存在一非奇异矩阵 𝑷 ∈ ℝ𝑛×𝑛，使得 𝑩 = 𝑷−1𝑨𝑷。此时，线性变换 𝑨 → 𝑷−1𝑨𝑷 称

为矩阵 𝑨 的相似变换。 

下面给出相似矩阵的重要性质[132][133]： 

1）相似矩阵具有相同的特征值（包括代数重数），相同的迹，相同的行列式； 
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2）𝑛 阶方阵 𝑨 相似于对角矩阵，当且仅当 𝑨 有 𝑛 个线性无关的特征向量； 

3）若方阵 𝑨 的特征值互不相同，则 𝑨 一定相似于对角阵。 

下面，仅针对上述性质（2）进行说明。假设 𝒖1, 𝒖2,⋯ , 𝒖𝑛为矩阵 𝑨 的 𝑛 个线

性无关的特征向量，即有 

 𝑨𝒖𝑖 = 𝜆𝑖𝒖𝑖, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛. （A-5） 

这一方程也可写为 

 𝑨[𝒖1, 𝒖2, ⋯ , 𝒖𝑛] = [𝒖1, 𝒖2, ⋯ , 𝒖𝑛]

[
 
 
 
𝜆1

𝜆2
⋱

𝜆𝑛]
 
 
 

. （A-6） 

定义 𝑼 = [𝒖1, 𝒖2,⋯ , 𝒖𝑛], 𝜮 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2, ⋯ , 𝜆𝑛)，则有 

 𝑨𝑼 = 𝑼𝜮. （A-7） 

由于 𝒖1, 𝒖2,⋯ , 𝒖𝑛 线性无关，所以 𝑼 可逆，从而 

 𝑼−1𝑨𝑼 = 𝜮. （A-8） 

即存在 𝑛 个线性无关的特征向量， 𝑨 一定可以相似对角化。若矩阵 𝑨 通过相

似变换得到对角矩阵，称 𝑨 可对角化（diagonalizable）。 

定义 A-3. （约当标准型）矩阵 𝑱 被称为是约当标准型（Jordan canonical form），

如果 

𝑱 = [

𝑱1
⋱

𝑱𝑝

], 

其中，每个对角块 𝑱𝑖  是一个方阵，称为一个约当块，形式如下： 

𝑱𝑖 =

[
 
 
 
𝜆𝑖 1

𝜆𝑖 ⋱

⋱ 1
𝜆𝑖 ]
 
 
 

 

引理 A-3[133] 对于任意 𝑛 阶方阵 𝑨 ，均存在可逆矩阵 𝑷 ，将方阵 𝑨 通过相似

变换，相似为其约当标准型 

 𝑷−1𝑨𝑷 = 𝑱 （A-9） 

其中，每个约当块的对角元素为矩阵 𝑨 的特征值。 

下面阐述约当标准型的一些性质[131]： 

1）矩阵 𝑱 的特征值为其对角元素； 
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2）𝜆𝑖 的几何重数（geometric multiplicity）是对应于 𝜆𝑖 的约当块个数； 

3）𝜆𝑖 的代数重数（algebraic multiplicity）是对应于 𝜆𝑖 约当块的阶数之和； 

4）矩阵 𝐴 可对角化，当且仅当 𝐴 的每个特征值的几何重数和代数重数相同。 

定义 A-4. （矩阵奇异值）令 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛 ，且记 𝑨∗𝑨 的 n 个特征值为 𝜆𝑖, 𝑖 =

1,2,⋯ , 𝑛 ，则称 𝜆𝑖 的算术平方根 𝜎𝑖 = √ 𝜆𝑖, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 为矩阵 𝑨 的奇异值。 

显然 𝑨∗𝑨 为半正定矩阵，其特征值均为非负数，因此奇异值均为非负数。下

面阐述著名的矩阵奇异值分解定理。 

引理 A-4[133] 令 𝑨 ∈ ℝ𝑚×𝑛 或（ℂ𝑚×𝑛），则存在正交（或酉）矩阵 𝑼 ∈ ℝ𝑚×𝑚 或

（ℂ𝑚×𝑚）和 𝑽 ∈ ℝ𝑛×𝑛 或（ℂ𝑛×𝑛），使得 

 𝑨 = 𝑼𝚺𝑽𝑇（或 𝑼𝚺𝑽∗） （A-10） 

其中 

𝚺 = [
𝚺1 0
0 0

] , 𝚺1 = diag{𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑟} 

对角元素排列为：𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 , 𝑟 = rank(𝑨)。 

数值 𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑟 以及 𝜎𝑟+1 = 𝜎𝑟+2 = ⋯ = 𝜎𝑛 为矩阵 𝑨 的奇异值。 

A.2 向量和矩阵的范数 

范数是线性空间中的一种度量。从几何意义上讲，向量的范数表达的是向量

的长度；矩阵则可以视为向量空间之间的映射，其范数表达了向量在映射过程中，

向量长度被放大或缩小的一种“增益”。本节给出常见向量和矩阵范数的定义。 

定义 A-5. （向量范数）令 𝒙 ∈ ℂ𝑛×1 ，若定义 𝒙 的一个实值函数，记为 ‖𝒙‖ 。

若满足下面的条件： 

1）非负性：‖𝒙‖ ≥ 0, ∀ 𝒙 ∈ ℂ𝑛×1。‖𝒙‖ = 0，当且仅当 𝒙 = 0； 

2）齐次性：‖𝑘𝒙‖ = |𝑘|‖𝒙‖, ∀𝑘 ∈ ℂ, 𝒙 ∈ ℂ𝑛×1； 

3）三角不等式 ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖, ∀𝒙, 𝒚 ∈ ℂ𝑛×1； 

则称实函数 ‖𝒙‖ 为向量 𝒙 的范数。 

记 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛]
𝑇 ∈ ℂ𝑛×1，几种常见的向量范数定义如下： 

（1）𝐿1 范数 

 ‖𝒙‖1 =∑|𝑥𝑖|

𝑛

𝑖=1

. （A-11） 

（2）𝐿2 范数（常称为 Euclidean 范数，也称为 Frobenius 范数） 
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 ‖𝒙‖2 = (∑|𝑥𝑖|
2

𝑛

𝑖=1

)

1

2

. （A-12） 

（3）𝐿∞ 范数 

 ‖𝒙‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑛

|𝑥𝑖|. （A-13） 

（4）𝐿𝑝 范数 

 ‖𝒙‖𝑝 = (∑|𝑥𝑖|
𝑝

𝑛

𝑖=1

)

1

𝑝

. （A-14） 

关于任意两种向量范数如下的关系： ‖𝒙‖𝛼 和‖𝒙‖𝛽 是定义在 ℂ𝑛×1 上的任意两

种范数，则存在正数 𝑘2 > 𝑘1 > 0，使得 𝑘1‖𝒙‖𝛽 ≤ ‖𝒙‖𝛼 ≤ 𝑘2‖𝒙‖𝛽 , ∀ 𝒙 ∈ ℂ
𝑛×1。 

定义 A-6. （矩阵范数）令 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛 ，若定义 𝑨 的一个实值函数，记为 ‖𝑨‖ 。

若满足下面的条件： 

1）非负性：‖𝑨‖ ≥ 0, ∀ 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛。‖𝑨‖ = 0，当且仅当 𝑨 为零矩阵； 

2）齐次性：‖𝑘𝑨‖ = |𝑘|‖𝑨‖, ∀𝑘 ∈ ℂ, 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛； 

3）三角不等式： ‖𝑨 + 𝑩‖ ≤ ‖𝑨‖ + ‖𝑩‖, ∀𝑨,𝑩 ∈ ℂ𝑚×𝑛 

4）相容性：当矩阵 𝑨𝑩 有意义时，有 ‖𝑨𝑩‖ ≤ ‖𝑨‖‖𝑩‖ 

则称实函数 ‖𝑨‖ 为矩阵 𝑨 的范数。 

根据条件 4），对于任意的范数，若矩阵  𝑨 可逆，均有‖𝑰‖ = ‖𝑨𝑨−1‖ ≤

‖𝑨‖‖𝑨−1‖，即可得到 ‖𝑨−1‖ 的一个下界： 

 ‖𝑨−1‖ ≥
‖𝑰‖

‖𝑨‖
. （A-15） 

矩阵的范数有两种主要的类型：诱导范数和元素形式范数。 

（1）诱导范数 

诱导范数又称为矩阵空间上的算子范数（operator norm），定义为 

 

‖𝑨‖ = max{‖𝑨𝒙‖: 𝒙 ∈ ℂ𝑛×1, ‖𝒙‖ = 1} 

= max {
‖𝑨𝒙‖

‖𝒙‖
: 𝒙 ∈ ℂ𝑛×1, 𝒙 ≠ 0}. 

（A-16） 

式（A-16）定义的任意诱导范数，均有 ‖𝑰‖ = 1, ‖𝑨𝒚‖ ≤ ‖𝑨‖‖𝒚‖, ∀𝑨 ∈ ℂ𝑛×𝑛, 𝒚 ∈

ℂ𝑛×1。常用的诱导范数为 𝑝-范数，即 

 ‖𝑨‖𝑝 = max
𝑥≠0

‖𝑨𝒙‖𝑝
‖𝒙‖𝑝

. （A-17） 
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𝑝-范数也称为 𝐿𝑝范数。特别地，当 𝑝 = 1,2,∞ 时，对应的诱导范数分别为： 

 ‖𝑨‖1 = max
1≤𝑗≤𝑛

∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑚

𝑖=1

. （A-18） 

 ‖𝑨‖2 = 𝜎max(𝑨). （A-19） 

 ‖𝑨‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑚

∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

. （A-20） 

其中，𝜎max(𝑨) 为矩阵 𝑨 的最大奇异值。 

诱导𝐿1范数和诱导 𝐿∞ 范数也分别称为绝对列和范数和绝对行和范数。诱导

 𝐿2 范数习惯称为谱范数（spectrum norm）。 

（2）元素形式范数 

将 𝑚 × 𝑛 矩阵按照列排列成一个𝑚𝑛 × 1向量，然后可以采用向量的范数定义，

得到矩阵的范数，这种形式称为元素形式范数，如下： 

 ‖𝑨‖𝑝 = (∑∑|𝑎𝑖𝑗|
𝑝

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

)

1

𝑝

. （A-21） 

以下是三种典型的元素形式 𝑝-范数： 

 ‖𝑨‖1 =∑∑|𝑎𝑖𝑗|

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

. （A-22） 

 ‖𝑨‖𝐹 = (∑∑|𝑎𝑖𝑗|
2

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

)

1

2

. （A-23） 

 ‖𝑨‖∞ = max
1≤𝑖≤𝑚,1≤𝑗≤𝑛

|𝑎𝑖𝑗| . （A-24） 

𝑝 = 2 时，称为 Frobenius 范数，也可以视为 Euclidean 范数在矩阵上面的推广。

𝑝 = ∞时，‖𝑨‖∞也常记为‖𝑨‖max。注意到矩阵 𝑨 的 Frobenius 范数 ‖𝑨‖𝐹 是酉不变

的，即‖𝑼∗𝑨𝑽‖𝐹 = ‖𝑨‖𝐹，所以以下引理。 

引理 A-5[133] 令 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛 则， 

‖𝑨‖𝐹 = (∑∑|𝑎𝑖𝑗|
2

𝑛

𝑗=1

𝑚

𝑖=1

)

1

2

= ‖𝑼∗𝑨𝑽‖𝐹 = ‖𝜮‖𝐹 = √𝜎1
2 + 𝜎2

2 +⋯+ 𝜎𝑟2. （A-25） 
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|det(𝑨)| = |det(𝜮)| = 𝜎1𝜎2⋯𝜎𝑛 （A-26） 

其中，𝜎𝑖, 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑟为矩阵 𝑨 的奇异值。 

与向量范数之间关系类似，任给 ‖𝑨‖𝛼 和 ‖𝑨‖𝛽 是定义在 ℂ𝑚×𝑛 上的任意两种

范数，则存在正数 𝑘2 > 𝑘1 > 0，使得 𝑘1‖𝑨‖𝛽 ≤ ‖𝑨‖𝛼 ≤ 𝑘2‖𝑨‖𝛽 , ∀ 𝑨 ∈ ℂ
𝑚×𝑛。从

这一关系上说，向量和矩阵空间中的任意范数之间是等价的。 

进一步的，不同类型范数之间的有如下的不等式关系。 

引理 A-6[133] 任给矩阵 𝑨 ∈ ℂ𝑚×𝑛，设其秩为 𝑟 ，则下列不等式成立： 

 ‖𝑨‖2 ≤ ‖𝑨‖𝐹 ≤ √𝑟‖𝑨‖2. （A-27） 

 ‖𝑨‖max ≤ ‖𝑨‖2 ≤ √𝑚𝑛‖𝑨‖max. （A-28） 

 
1

√𝑛
‖𝑨‖∞ ≤ ‖𝑨‖2 ≤ √𝑚‖𝑨‖∞. （A-29） 

 
1

√𝑚
‖𝑨‖1 ≤ ‖𝑨‖2 ≤ √𝑛‖𝑨‖1. （A-30） 

 ‖𝑨‖2 ≤ √‖𝑨‖1‖𝑨‖∞. （A-31） 

其中，‖𝑨‖𝑝 为矩阵诱导范数。另外，给定任意矩阵范数，均有 

 𝜌(𝑨) ≤ ‖𝑨‖. （A-32） 

A.3 常用的特征值不等式 

本节给出常见的特征值不等式。 

引理 A-7[131]（Geršgorin 圆盘定理）给定一个矩阵 𝑸 =  [𝑞𝑖𝑗] ∈ ℝ
𝑛×𝑛，则 𝑸 的

所有特征根均落在下面的 n 圆盘的并集里面： 

 ⋃ {𝜆 ∈ ℂ||𝜆 − 𝑞𝑖𝑖| ≤ ∑ |𝑞𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1,𝑗≠𝑖 }𝑛

𝑖=1 . （A-33） 

引理 A-8[134] 给定一个矩阵 𝑸 =  [𝑞𝑖𝑗] ∈ ℝ
𝑛×𝑛，及集合 

 𝐽 = {𝑖 ∈ {1,2,⋯ , 𝑛}||𝑞𝑖𝑖| > ∑ |𝑞𝑖𝑗|
𝑛
𝑗=1,𝑗≠𝑖 } ≠ ∅. （A-34） 

若∀ 𝑖 ∉  𝐽，存在 𝑸 中的一个非零元素序列{𝑞𝑖𝑖1 , 𝑞𝑖1𝑖2 ,⋯ , 𝑞𝑖𝑟𝑗}，其中 𝑗 ∈ 𝐽。则，

矩阵 𝑸 非奇异。 

引理 A-9[115] （Caucy 特征根交错定理）给定矩阵 

�̃� = [
𝑫 𝒚

𝒚𝑇 𝑑𝑛
] ∈ ℝ𝑛×𝑛 (𝑜𝑟 �̃� = [

𝑑1 𝒚

𝒚𝑇 𝑫
] ∈ ℝ𝑛×𝑛) 
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为对称矩阵，其中 𝑫 为(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)的对称矩阵。令 𝛾1 ≤ 𝛾2 ≤ ⋯ ≤ 𝛾𝑛 为矩阵

 �̃� 的特征根， 𝛽1 ≤ 𝛽2 ≤ ⋯ ≤ 𝛽𝑛−1 为矩阵 𝑫 的特征根，则有 

 𝛾1 ≤ 𝛽1 ≤ ⋯ ≤ 𝛽𝑖 ≤ 𝛾𝑖 ≤ 𝛽𝑖+1 ≤ 𝛾𝑖+1 ≤ ⋯ ≤ 𝛽𝑛−1 ≤ 𝛾𝑛. （A-35） 

引理 A-10[133]（Rayleigh-Ritz 定理）给定对称矩阵 𝑸 = 𝑸𝑇 ∈ ℝ𝑛×𝑛 及向量 𝒙 ∈

ℝ𝑛×1 ，有 

 𝜆max(𝑸) = max
𝒙≠0

𝒙𝑇𝑸𝒙

𝒙𝑇𝒙
, 𝜆min(𝑸) = min

𝒙≠0

𝒙𝑇𝑸𝒙

𝒙𝑇𝒙
. （A-36） 

从几何上看，式（A-36）可解释为矩阵 𝑸 的最大和最小特征值分别为二次型

 𝒙𝑇𝑸𝒙 在单位球 𝒙𝑇𝒙 = 1上的最大值和最小值。根据 Rayleigh-Ritz 定理可知，设

 𝑸 = [𝑞𝑖𝑗] ∈ ℝ
𝑛×𝑛 为对称矩阵，有 𝜎min(𝑸) ≤ 𝑞𝑖𝑖 ≤ 𝜎max(𝑸), 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛。 

引理 A-11[133] 给定对称矩阵 𝑨, 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛，有 

 𝜆𝑖(𝑨) + 𝜆𝑛(𝑩) ≤ 𝜆𝑖(𝑨 + 𝑩) ≤ 𝜆𝑖(𝑨) + 𝜆1(𝑩), 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 . （A-37） 

其中 𝜆𝑖(𝑨) 为矩阵 𝑨 的第 i 个特征根，且排序为 𝜆1(𝑨) ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛(𝑨)。 

由引理 A-11 易知，给定对称矩阵  𝑨, 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛，若  𝑨 ≥ 𝑩 ，则  𝜆𝑖(𝑨) ≥

 𝜆𝑖(𝑩), 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛。 
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附录 B 控制理论相关结论 

本节介绍控制理论中一些基础知识和常见结论，包括函数的范数、线性时不

变系统的稳定性、Lyapunov 稳定性以及代数 Riccati 方程。本节内容参考了梅生伟

等[135]和吴麒等[136]。 

B.1 函数的范数 

一个动态系统可以看成是从一个函数空间到另一个函数空间的映射，即算子。

对函数空间引入范数来表征空间中元素（即函数，工程上为一种具体的信号）的

强度，则系统作为算子时的范数就反映了系统在传递信号过程中的一种增益[135]。 

下面给出几类常见的函数空间： 

（1）𝐿𝑝 空间（𝑝 ∈ [1,∞)）：满足以下条件的可测函数 𝑓: [0,∞) → ℝ 的全体所

构成的集合， 

 ∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡
∞

0

< ∞. （B-1） 

（2）𝐿∞ 空间：在 [0,∞) 有上确界的可测函数 𝑓: [0,∞) → ℝ 的全体所构成的

集合，即 

 sup
𝑡>0
|𝑓(𝑡)| < ∞. （B-2） 

（3） 𝐻2 空间：在复平面的闭右半平面解析，且满足以下条件的复变函数

 𝑓: ℂ → ℂ 的全体所构成的集合，即 

 ∫ 𝑓∗(𝑗𝜔)𝑓(𝑗𝜔)𝑑𝜔
+∞

−∞

< ∞. （B-3） 

（4）𝐻∞ 空间：在复平面的闭右半平面解析，且在虚轴上其模有上界的复变

函数 𝑓: ℂ → ℂ 的全体所构成的集合，即 

 sup
𝜔
|𝑓(𝑗𝜔)| < ∞. （B-4） 

针对上述函数空间，下面介绍几类常见的函数范数。 

（1） 𝐿𝑝 范数 

 
‖𝑓‖𝐿𝑝 = (∫ |𝑓(𝑡)|𝑝𝑑𝑡

∞

0

)

1

𝑝

,   𝑓(𝑡) ∈  𝐿𝑝. 
（B-5） 
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（2） 𝐿∞ 范数 

 ‖𝑓‖𝐿∞ = sup
𝑡>0
|𝑓(𝑡)| ,     𝑓(𝑡) ∈  𝐿∞. （B-6） 

（3） 𝐻2 范数 

 ‖𝑓‖𝐻2 = (
1

2𝜋
∫ 𝑓∗(𝑗𝜔)𝑓(𝑗𝜔)𝑑𝜔
∞

0

)

1

2

 ,     𝑓(𝑡) ∈  𝐻2. （B-7） 

（4） 𝐻∞ 范数（标量函数空间） 

 ‖𝑓‖𝐻∞ = sup
𝜔
|𝑓(𝑗𝜔)|  ,     𝑓(𝑡) ∈  𝐻∞. （B-8） 

（5） 𝐻∞ 范数（矩阵函数空间） 

 ‖𝑇‖𝐻∞ = sup 
𝜔
σmax[𝑇(𝑗𝜔)]  ,     𝑇 ∈  𝐻∞

𝑚×𝑛. （B-9） 

关于上述范数，一个重要等式关系由 Parseval 定理个给出，即  ∀ 𝑓(𝑡) ∈

𝐿2
𝑛, 𝐹(𝑠) = ℒ(𝑓(𝑡))，则有 

 ‖𝑓(𝑡)‖𝐿2 = ‖𝐹(𝑠)‖𝐻2 . （B-10） 

引理 B-1[135] 稳定系统 𝐺(𝑠) 的输入是 𝑢(𝑡)，输出为 𝑦(𝑡) ，则有 

 ‖𝐺(𝑠)‖𝐻∞ = sup 
‖𝑢(𝑡)‖𝐿2≠0

‖𝑦(𝑡)‖𝐿2
‖𝑢(𝑡)‖𝐿2

. （B-11） 

该引理说明对于所有能量有界的输入，系统输出信号的能量与输入信号的能量之

比的上界等于传递函数的 𝐻∞ 范数。 

B.2 Lyapunov 稳定性 

给定一个非线性系统 

 �̇� = 𝑓(𝒙, 𝑡), （B-12） 

其中，𝒙(𝑡) ∈ 𝒟 ⊆ ℝ𝑛 为状态向量，𝒟 为包含原点的开集，𝑡 ∈ ℝ 为时间参量，函

数 𝑓: 𝒟 → ℝ𝑛 在 𝒟 上连续。假设 𝑓 有一个平衡点 𝒙𝑒 ，即𝑓(𝒙𝑒 , 𝑡) = 0。记初始条件

下 𝒙0 = 𝒙(𝑡0) ，系统（B-12）的解为 𝒙(𝑡) = 𝜙(𝑡; 𝑡0, 𝒙0)。则， 

1）平衡点  𝒙𝑒 为 Lyapunov 稳定；若  ∀𝜖 > 0，存在一个实数  𝛿(𝜖, 𝑡0) > 0 ，当

‖𝒙0 − 𝒙𝑒‖ <  δ(𝜖, 𝑡0)，则对所有时间 𝑡 > 𝑡0 ，有‖𝜙(𝑡; 𝑡0, 𝒙0) − 𝒙𝑒‖ < 𝜖； 
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2）平衡点 𝒙𝑒 为渐近稳定（asymptotically stable）；若 𝒙𝑒 为 Lyapunov 稳定，且 

lim
𝑡→∞

‖𝜙(𝑡; 𝑡0, 𝒙0) − 𝒙𝑒‖ = 0; 

3）平衡点 𝒙𝑒 为指数稳定（exponentially stable）；若 𝒙𝑒 为渐近稳定，且存在 𝛼, 𝛽 > 0， 

‖𝜙(𝑡; 𝑡0, 𝒙0) − 𝒙𝑒‖ ≤ 𝛼‖𝒙0 − 𝒙𝑒‖𝑒
−𝛽𝑡, 𝑡 ≥ 0. 

下面给出连续、离散情况下的 Lyapunov 稳定性第二方法。 

引理 B-2[136] 给定一个没有外部定常系统的动态方程和平衡状态 

 �̇� = 𝑓(𝒙), 𝒙𝑒 = 0. （B-13） 

假定找到一个单值标量函数 𝑉(𝒙): ℝ𝑛 → ℝ，𝑉(𝒙) 对个状态分量均具有一阶连续偏

导数。若 

1）𝑉(𝒙)为正定，即 𝑉(𝒙) ≥ 0，当且仅当 𝑉(0) = 0； 

2）�̇�(𝒙) 为负定，即 �̇�(𝒙) ≤ 0，当且仅当 �̇�(0) = 0； 

则 𝒙𝑒 = 0 为局部渐近稳定的平衡状态。称 𝑉(𝒙) 是该系统的一个 Lyapunov 函数。 

3）若 lim
‖𝒙‖→∞

𝑉(𝒙) = ∞，则 𝒙𝑒 = 0 为全局渐近稳定的平衡状态。 

引理 B-3[136] 给定一个没有外部定常离散系统的动态方程和平衡状态 

 𝒙(𝑘 + 1) = 𝑓[𝒙(𝑘)], 𝒙𝑒 = 0. （B-14） 

假定找到一个单值标量函数 𝑉(𝒙(𝑘)): ℝ𝑛 → ℝ，若 

1） 𝑉[𝒙(𝑘)]为正定； 

2）∆ 𝑉[𝒙(𝑘)] = 𝑉[𝒙(𝑘 + 1)] − 𝑉[𝒙(𝑘)] 为负定； 

则 𝒙𝑒 = 0 为局部渐近稳定的平衡状态。称 𝑉[𝒙(𝑘)] 是该系统的一个Lyapunov函数。 

3）若 lim
‖𝒙(𝑘)‖→∞

 𝑉[𝒙(𝑘)] = ∞，则 𝒙𝑒 = 0 为全局渐近稳定的平衡状态。 

除了 Lyapunov 稳定性，另外一种常用的稳定性定义为输入输出稳定性

（bounded-input bounded-output stability，BIBO）。BIBO 稳定性要求对系统施加有

界输入时，系统输出要有界。数学表达为 

 ‖𝒖(𝑡)‖ ≤ c < ∞ ⇒ ‖𝒚(𝑡)‖ ≤ 𝑀 < ∞. （B-15） 

对于线性时不变系统而言，Lyapunov 稳定性和 BIBO 稳定性等价。 

B.3 线性时不变系统的稳定性 

一个线性时不变（linear time-invirant）系统的状态空间方程表示为 
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�̇�(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡), 

𝒚(𝑡) = 𝑪𝒙(𝑡) + 𝑫𝒖(𝑡), 
（B-16） 

其中，𝒙(𝑡) ∈ ℝ𝑛 为状态向量，𝒖(𝑡) ∈ ℝ𝑚 为控制向量，𝒚(𝑡) ∈ ℝ𝑝 为输出向量，

𝑨,𝑩, 𝑪,𝑫为系数矩阵。当只考虑输入输出关系时，可用传递函数矩阵来表示， 

 
ℒ(𝒚(𝑡))

ℒ(𝒖(𝑡))
= 𝑪(𝑠𝑰 − 𝑨)−1𝑩+ 𝑫. （B-17） 

式（B-17）是假定零初始和条件下，对式（B-16）进行拉普拉斯变换得到的。传递

函数矩阵中(𝑖, 𝑗) 元素表示第 𝑗 个输入与第 𝑖 个输出之间的传递函数。 

式（B-16）的解可解析地表示为 

 𝒙(𝑡) = 𝑒𝑨𝑡𝑥(0) + ∫ 𝑒𝑨(𝑡−𝜏)𝑩𝒖(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

, （B-18） 

其中，𝑒𝑨𝑡 称为状态转移矩阵。假设输入𝑢 = 0 时，采用相似变换，𝒛 = 𝑺−1𝒙，则

�̇� = 𝑺−1𝑨𝑺𝒛 = 𝑱𝒛，其中 𝑱 为矩阵 𝑨 的约当标准型，则有 

𝑒𝑨𝑡 = 𝑺 [
𝑒𝑱1𝑡

⋱
𝑒𝑱𝑙𝑡

] 𝑺−1 

当输入𝒖 = 0 时，系统（B-16）渐近稳定当且仅当矩阵 𝐴 是 Hurwitz 矩阵，即

其特征根均落在左半开平面中。 

也可用 Lyapunov 方法对线性系统稳定性进行分析，取函数 𝑉(𝒙) = 𝒙𝑇𝑷𝒙 ，其

中  𝑷 > 0，则  𝑉(𝒙) 为一个正定函数。此时，�̇�(𝒙) = �̇�𝑇𝑷𝒙 + 𝒙𝑇𝑷�̇� = 𝒙𝑇(𝑨𝑇𝑷+

𝑷𝑨𝑇)𝑥 = −𝒙𝑇𝑸𝒙，其中 

 𝑨𝑇𝑷 + 𝑷𝑨𝑇 = −𝑸. （B-19） 

该矩阵方程称为连续系统的 Lyapunov 方程。若 𝑸 > 0，根据 Lyapunov 稳定性判定

方法，当输入 𝒖 = 0 时，系统（B-16）渐近稳定。任给正定矩阵 𝑸 ，Lyapunov 方

程（B-19）有正定解 𝑷 与系统矩阵 𝑨 的稳定性等价。 

下面给出一个带时延系统的稳定性判据。 

引理 B-4[137] 给定一个带时延的线性系统 

 �̇� = 𝑨𝑥 + 𝑨𝑑𝒙(𝑡 − 𝛾). （B-20） 

假定𝑨 + 𝑨𝑑为 Hurwitz，则系统（B-20）对于𝛾 ∈ [0, 𝛾∗]渐近稳定，若 

 det[𝑗𝜔𝑰 − 𝑨 − 𝑒−𝑗𝜔𝛾𝑨𝑑] ≠ 0, ∀𝜔 ∈ ℝ, ∀𝛾 ∈ [0, 𝛾
∗]. （B-21） 
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